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TEMAI
CALCULO DIFERENCIAL

(Matematicas Universitarias 1)

FUNCIONES BLOQUE I

1.1 DEFINICION.

Sea A y B dos conjuntos que pertenecen al conjunto de los R, entonces la
funcion de AB es una regla de aplicacion que lleva a cada punto del
dominio (A) a un Unico punto del codominio (B).

vaVA3lbVB/f(a)=b

DOMINIO: Es el conjunto de puntos donde existe la funcion.
CODOMINIO: Img(f)={bVB:f(a)=b}
REGLA DE APLICACION: Es la regla que rige el comportamiento de los
puntos del dominio.
Por ejemplo:
f.:A—B,A,BCR f(x)=x>
f(2)=4 f(4)=16 f(-1)=1
Dom(f)=(-,«)
|mg(f)=[O,°0) ! ! ! ! ! ! v : ' o
9(x)=(2x+4) X7 [0.6) TS B S B e
Dom(g)=[0.4) : o P o
Img(g)=[2.4)
Evaluando con xVR
Dom(g)=[-2,«)
Img(9)=[0,)
Si el dominio Dom(g)=xV [0,6),
entonces la Img(g)=[2.4]
x2 si x20
h(x)=

2x+1 si x<
El dominio e imagen de la funcidnes: | | | .,

______________________________________________________________________
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Dom(h)=(-x,)
Img (h)=(-x,)

X x20

|x| =
-X x<0
Dom(| [)=(-=.)
Img (1] [)=[0.)

1.2 GRAFICA DE FUNCIONES

Definicion: Sea f con dominio D entonces la grafica de f es el conjunto de
todos los puntos P(x, f(x)) en el plano donde x es elemento x VD, a veces
f(x)=y

graf (f)={(x,y):xVDAy=f(x)}

Ejemplo: Encontrar su grdfica de f(x)=X2.

-
= I N N

Dom (f)=(-e,) B 4 """" A
Img(f)=[0, =) A S A A B S B
_______________ U OO | O OO U N

____________ ol e

_______________ A ]

_______________ T N NN T T T O

X

Ejemplo: Encontrar la
grdfica de la funcion
g(x)=V(2x+4)

[*
[ 5] L

B
M || ih

B

]
k] Ln
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Dom (g)=[-2, «), donde 2x+4=0

x=-2

Img (g)= [0,~)

FUNCIONES PARES E IMPARES

1) Definicion: una funcion es par si y solo si f(-x)=f(x), v x VDom(f)

2) Definicion:

1)

Simétrica con respecto algjey !

f(x)=x*
fl-x)=(x)=x*
f(-x)=x2=f(x)
por lo tanto es par

ax? ; Qué sucede cuando 0<a<1y cuando ax2+b?

x | f(x2 | f(2 x2) | f(1/2 x2)
0 0 0 0

1 1 2 /2

2 4 8 2

3 9 18 9/2

4 16 32 8

5 25 50 25/2

Ejemplos

una funcién es impar si y solo si f(-x)=-f(x) ,v x V Dom(f)

.................

________________

Vo

--------------------------

___________

" f(x)=4x-x®
f(-x)=4(-x)-8-x)*
=-dx+x®
=-(4x-x°)
=f(x)

por lo tanto es impar
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a x2va a ocurrir una fransformaciéon a lo largo, comprimiendo al eje
vertical. En el caso de '2( x2) se abre mas con respecto al eje y.

Encontrar dominio e imagen de la funcién y dibujar su grdfica.
f(x)= ((1x%)/2)-2x+(1/2)

--------------------------------------
-----------------------------------------------------------------------------------
-----------------------------------------------------------------------------------

(o e

_______________________________ XN U U SNy NSUPUUI SUPUS U PUPRIT S
-00 o0 ' ' d l l kS I I I D] 1
’ ' ' ' ' ' , ' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' [ ' ' ' [ ' '
' ' H ' ' k) I ' '
¢
i i
' ' i ' '
1 I 1 I I

Dom(f)
Img(f)=

—_—

B e e e ] o R e LR L EEP PP TP TPy

1. Calcular a) f(0) b)f(-2) c)f(3/2)
i) f(x)= 2x/(| x+2| + x2)

a) f(0)=2(0)/(|0+2| + (0)?)=0

o) £(-2)=2(-2)/(|-2+2| + (-2)?)=-4/4=-1
c) 1(3/2)=2(3/2)/(|3/2+2 | + (3/2)?)=3/(23/4)=12/23
i) f(x)=1-1/(x+1)2

a) f(0)=1-1/(0+1)2=1-1/1=0

b) f(-2)=1-1/(-2+1)2=1-1/1=0

c) £(3/2)=1-1/(3/2+1)2=21/25

iii)f(x)= | x+3 | -5x

a) f(0)=]0+3|-5(0)=3

b) f(-2)=|-2+3|-5(-2)=11
c)f(3/2)=|3/2+3|-5(3/2)=-3

-10 -
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2. Hallar el dominio y la imagen de las siguientes funciones.

a)f(x)= | x|

b)f(x)= 7 —x— 1

Dom(f)=(-e,=) 7-x20 Dom(f)=(-,7]
Img(f)=[0,=) x<7Img(f)=[-1,)

o)f(x)= x—1-1 d)f(x)=1/ 4 —x2

x-1=0 4—2>0

X 21 X<2 6 x>-2

Dom(f)=[1,=) Dom(f)=(2,-2)

Img(f)=[-1.) Img(f)=(0,)

3. Hallar el dominio y dibujar la grdéfica.

a)f(x)=x/2+2Dom (f)=(e -

--------------------------------------------------------

..........................................................

_________________________________________________________

_______________________________________________________

/4 I 0 ;
b)i(x)= (9 —x%)
y
9—X2 ZO o
<36 x2-3 ;
Dom{f)=[3.3 T TN
X\
/ 5 \
/ \
/ \
4 3 2 1 ’ 0 1 2 3 4

c)f(x)= [x-1|
Dom (f)=(ce,-«)

-11-
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'S

W4 un

i oW

fue}
oo

o
>

d)f(x)=(-x/2)-3 ~ Dom(f)=(,-=)

---------------------- I T O T W

e)f(x)=-1 Dom (f)=(-e0,)

______ r_____r_____r_____'[_____1_____1_____-!_____-I___________‘h cTTTrTTTTTrTTTTTrT T T TTTrITT T T oAt T T T
| h !
1 1 o
| | 1 1 1 | 1 1 | 1 1 1 1 1
. .
| L I I
! ]
B H
, , ¥
1 1 -
| | | | Ij | | [y
n - d
3 -4 -3 -2 -1 0 1 2
|
S U S S JAU At At A AU U S S SR SO SO
-1

-12 -
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f)f(x)=x2x-6  Dom(f)=(-=,)

:

:

........ R 0= SR SO R A AP Ut U SR SRR ST AP SRR S
R r V- ; ' Feeiee : ; ' ; ' ' !

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

..............................................................................................

4. Determine si la funcidn es par o impar o ninguna de las dos

a)g(x)= x(x-1) ninguna de las dos

g(x)=-x(-x-1)

b) f(x)=x2/ (1-|x|) = f(-x)= (-x)2/(1-| -x | )=x2/(1-x)=f(-x)=f(x) funcién par
c) f(x)=x+(1/x)=f(-x)=-x+(1/-x)=-x-1/x=-(x+1/x)= f(-x)=-(x) funcion impar

d) f(x)= x(x2+1)= f(-x)= -x((-X)2+1)= -x(x2+1)ninguna de las dos
1.3 IGUALDAD DE FUNCIONES

Sea dos funciones f:A—B A g:c—D reales de una variable real son iguales
si solo si A=C A B=D AVXVA cumple que f(x)=g(x).

Por ejemplo:

f,o: R\{1}—-R

f(x)=(x*1)/(x-1) AQ(x)=x+1

sSon iguales? 3Por qué?

fA g tienen el mismo dominio y la misma imagen

Entonces

f(x)= ((x+1)(x-1))/(x-1)= x+1

f(x)=x+1 A g(x)=x+1 son iguales

-13 -
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1.4 OPERACIONES DE FUNCIONES

Sean fy g dos funciones reales de una variable real entonces la suma, la
resta el cociente y el producto de fy g se representa de la siguiente forma

[fxal (x)= f(x)xg(x)
[f-al(x)= f(x) g(x)

[f/al(x)=f(x)/g(x) g(x)#O

El dominio de la suma, resta, producto y cociente:
Dom (f)nDom(g)

para el cociente es lo mismo con la restriccion g(x)#0

Ejemplo: f(x)=x3+x-2 Dom(f)= (-,=) g(x)=x/2- xDom(g)=1[0,=)

a)(f+g)(x)=

=( x3+x-2)+(x/2- x)

Dom(f+g)=(-=,«)N[0,~)=[0,~)

b) (f-g)(x)= ( x3+x-2)(x/2- x)

Dom(f-g)= (-,)N[0,=)= [0,)

c) (f/ g)(x)= (x*+x-2)/( x/2- x)

Dom(f/g)= (-=,«)N[0,~)= (0,4)u (4, «)=(0, <)\{4}

1.5 COMPOSICION DE FUNCIONES.

Sea fy g funciones D={xVDom(g):g(x) Vdom (f)}, fog es la funcidon definida
en D, (fog)(x)=f(g(x)).

Ejemplos :

g(x)=x2A f(x)=x+3

(fog)(x)=? (gof)(x)=?
f(g(x))=f(x?)= x2+3 g(f(x))=g(x+3)=(x+3)?
g(x)= (3 — DA f(x)=x2-1 Dom (g)= (-=,3] Dom(f)= (-+,)

(fog)(x)=?, (gof)(x)=? , dom (fog)=?
(fog) (x)=Ff(g(x))=( 3B — x) )2-1=3-x-1=-x+2=2-X
Dom(fog)=(-=.3)

(gof) (X)=g(f(x))=g(x>-1)= B—-x2+1)= (4-x?)
Dom (gof)= (-=,3]

-14 -
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1.6 FUNCION INYECTIVA.

Una funcidn es inyectiva si solo si cumple lo siguiente f: A—B va,a’VA con
o#a’ = f(a)#f(a’)

Ejemplo: f:R—R f(x)=2x+5
ses inyectivagspor qué? Si es inyectiva
Sea x#X'’

= 2X # 2X’

=>2x+5 # 2x'+5

=>f(x) # f(x’)

Por lo tanto es inyectiva

Teorema: Si f es una funcion f: A—B A g: B—»C entonces i) go f es
inyectiva= f debe ser inyectiva ii) si f y g son inyectiva=fog es inyectiva.

1.7 FUNCION SUPRAYECTIVA O SOBREYECTIVA.

Sea f: A—B es suprayectiva si vbVB3IaVA tal que f(a)=b
Ejemplo: f:R—R,f(x)=|x| ses suprayectivae spor que?
fx)=lx|
-1=|x| =f(x) *por lo tanto es suprayectiva
-1VRA xVR tal que
|x| = -1

1.8 FUNCION BIYECTIVA.

Una funcidn es biyectiva si es suprayectiva e inyectiva.
sUna funcion lineal es suprayectiva, inyectiva o biyectiva?
f(x)=ax+b

Seax#X’

SXEX

=ax#ax’

=ax+b#ax'+b

Por lo tanto es inyectiva

-15-
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f(x)=ax+b
si f(a)=f(a’) = a=a’
ax+b=ax'+b
ax=ax’
X=X
por lo tanto es inyectiva

f(x)=ax+bf: R—>R

vbVB3aVA tal que f(a)=b

f(x)=ax+b

Sea y=f(x) f(x)=f((y-b)/a)=(y-b)+b=y
sy=ax+b

=vy-b=ax

= (y-b)/a=x

Si es biyectiva por que es inyectiva y biyectiva.

1.9 FUNCION PERIODICA.

f es una funcién que va de f: A—B y PVRP#0 se dice que es periddica si
f(x)= f(x+P) ¥XVA con x, x+PVA
Por ejemplo: funcion sen x

i

------------------------------------------------------------------------------------------

-2

El nUmero P mds pequeno que cumple esa condicion se llama periodo de
f.

-16 -
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1.10 FUNCION EXPONENCIAL.

Es una funcidon de la forma f(x)= axdonde a es un entero positivo Z+

ax=a...xveces .4

1.00=1
2.ah=1/an
3.aPla=gp

4. av=qax- QY

Leyes de los exponentes.
ay b VZ+ * x,yVR

1. oxty=ox- QY

2. axy=ax/ay

3. (ax)y=axv

4. (ab)x=axpbx

Logaritmo

F{x)=y

Sea x,yVR+=

1. loga(xy)=loga x+ lO0gay
2.1oga(x/y)=loga X - l0ga Y
3.l0ga (X7)=rlog a X

In

Al log base e loge se le denota In x= f(x),
i) In x=y @ey=x

i) In (eX)=x, xVR

elm=x x>0

i) In e=1

-17 -
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LIMITES BLOQUE 11

2.1 DEFINICION.

Es una funcidn, el limite mide distancias.

limfx =L
ve>036>0 tal que |x-a|<é=|f(x)-L|<e
Continuidad
Inf =1
Derivada
. fx-
m @
X—Qa

Demostrar los siguientes limites:
lim2x -1 =3

x—-2
= | 2%-1-3| = | 2x-4 | = | 2(x-2) | = | 2| | x-2| <€
= |x2|<e/2= 6

lim 2 — 3x =5

x—->—1
=|2-3x-5|=|-3x-3|=-3(x+3) | =|-3| [x+3|<¢
= | x-2[<-(¢/|-3])= 6
=4

x—2
= | X4 =] (x+2) (x-2) | = [ x+2] [x-2|= | x+2] [ x-2| <[ x-2] 4<¢
= |X-2|<¢e/4=6

2.2 PROPOSICIONES.

Para cualguier nUmero
lim ¢ = ¢

X—C

Proposiciones:
i)

X—C

-18 -
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Imficth=L

h

lim|fx —L|=0

X—C

limfx—L=0

X—C

2.3 LIMITES LATERALES.

Limite por la izquierda:
Sea f una funcion definida en un intervalo de la forma (a-P,a) P>0,
entonces el

Infy-L

x—a

oVve>036>0 tal que a-6<x<a= | f(x)-L|<e

Limites por la derecha:
Sea f definida en un intervalo (a,a+P) P>0 entonces

)L

x-at

©Vve>036>0 tal que a<x<a+6é = | f(x)-L|<e

TEOREMA: Si el limite de f(x)
limfx =L

x—a

L i [

xd x—at

Si coinciden los limites existe el limite general.

Ejemplo: ;existe el limite?;cudl es?
2x+1 x<0

f(x)=
x2-x x>0

Por el feorema:

xd x—at

-19 -
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Enfonces,

lim x2—x=0
x—0t

lim 2x +1 =1

x-0~

Los limites laterales son diferentes

- ImfpAfL

xd x—at

Entonces el lim f(x) no existe por que los limites laterales no son iguales

TEOREMA: si existen los limites
limfx=Llimgx=M

x—a x—a

i)

lim[fx+tgx]=L+M

x—-a
i)
limfx-gx=L-M

x—-a
iiii)

lim[f x /g x |=L/M

x—-a

cong(x)#0
iv)
limaf x |=al
x—a
aVR
Ejemplos:
lim X X0 @ =DEHD) a5
x-3 x—3 x—3 (x-%g x—3
11 2-x 2—x —(—2+x
In—==1lim *—=1lim____ = lim¥
-2X—2 x-2X —2 2 2x—2) 2 (22
g o1 __1
2 2X 22 4

-20-
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Demostrar

1limy3 x+1=2
2limys3 3—x=0
3limy542x—5=3

4lim, 36x—7=11

Calcular los limites si existen:

X

a) lirnx—»O x_
. x+3
by lim, s+ s
¢) lim, 1+ ——
2 x<1
d) limyoz (), fX)= 5x >1
Soluciones
Demostrar
Dem.
x+1-2 x—3
- x+1-2 = = <&
x+14+2 x+1+2

Partimos de que

2<x< 3

-3<x+1< 4

> 3< x+1< 4

1 1 1
- << — < —
4 x+1 3
1 1 1
- < < —
442 x+14+2 3+2
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x—3 x—3
- <
x+1+2 3+2
x—3 x—3
e d — = —
x+1+4+2 3+2
Ahora:
x—3
<ég
x+14+2
x—3 x—3 _
=— = x—3 <( 3+2)
3+2 3+2
Dem.
3—x
-» 3—x-0 = <e
3—x
Partimos de que
1<3—-x<0
- 1< 3—-x< 0
-1< 3—x<0
1 1
- < <1
0 3—x
3—x 3—x
- <3—x
0 3—x
3—x
- <3—x
3—x
3—x
- = 3—x
3—x
Ahora:
3—x <¢
- x—3 =-—¢

3.limy,42x—5=3

Dem.

-22-



MATEMATICAS SUPERIORES

4lim,36x—7=11
Dem.

£
- 6x—7—11 = 6x—18 = 6 x—3 - x—3 <g

Encontrar el limite si es que existe

X

a) limyo x_

Como sabemos que el limite por la derecha es 1y por la izquierda es -1, entonces los limites
laterales son distintos y por lo tanto el limite no existe.

x+3

. L *t3
o) lim, 3+ it

. 3+3 6
lim =

x->3t32-7(3)+12 0

Como la operacién se indefine podemos decir que el limite tiende a infinito positivo porque se
evalua el limite por la derecha, y como tiene a infinito no existe el limite.

. x—1
c)lim,+ —
X
. x -
lim 1
x-1t =0
b
. x -
lim 1
x—-1" =0
X

Como los limites laterales son iguales entonces el limite es cero.

. 2
d) limy2 f(x), )= X i x < 1> )
X X
lim 5x =10
x—27t
lim 5x =10
X2~

Como los limites laterales son iguales entonces el limite es 10
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Teorema de limites

1.TEOREMA DE LA UNICIDAD
Si:

limf(x)=Lylimf(x)=M->L=M
x-a xXx—a

2.Si
limyog f(x) =Ly limy,q g(x) =M

i) limyog [ f X+ g(X)] =L+ M
i) limya [ Af x] =AM

iii) limysq [ f x g(x)] = LM

) limyo [ fx —g(x)]=L—-M

TEOREMA

1 1

S| 1imx—)a[g(x)] = M con M#O - limx—>a g(x) = M

TEOREMA
Silimy—q f(x) =L ylimy_q f(x) =M con M0
&

>lim~_ =

L
xag) M

EJEMPLOS:

Calcular si existen
x2+1

a) llmx_)o =1 = _1

b)lim,._,3(5—4x)?= 49¢)

lim, _, ;|x*—8| =5d)

X
e) limy) 2=
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lim = 0
x-2% x2 —4

lim
x—-27 xz -4

Limites laterales distintos, no existe limite.

1
-

f) llm -0

):

El limite existe

. 2
g) limy 3 uxxjt;z_:

1
lim (1-) =

1
lim -)=0

lim X2 4x+ .
xo3+ 12
x—3
X +x+
12

x—3

lim
x—-37

= —00

Limites laterales distintos, no existe el limite

. 2
h) hmx_>3 xoty—12

/zZBx+4

x=3 %

limx+4=7

x—3

Suponiendo que f(x)=x>- 4x, calcular los limites si existen

- lim
x—4 x—4

->limx= 4
x—4

—1 = lim
4 limx_,l fx 1

fx—f4

2 2
x“—4x—16 —16 x¢ —4x
=lim =lim =lim x x4
x—4 X — -4 x—4 x—4 ;— 4
4
x—1 xo1 x24x— -3
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x=1

x-1

=lim

_ MATRMATIEAS SUPERIORES |

->limx—o5= —2

x—1
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— 2 _ A4 2_
S lim fx—f2 —lim ¥ 4x—4—-18 _ x“—4x+ 4
x-3 x—3 x—3 x—3 x—3 x—3
_ xXP—dx+4
- lim = —0
x—-3% x—3
. xX*—4x+4
- 1i = 00

Limites laterales distintos, no existe limite.

2.4 CONTINUIDAD.

Imfx=f@

x—-a

i) f(x) 3
nf x3
hi=f@

x—-a
Definicion: sea f una funcién definida en un intervalo abierto (a-P,a+P) P>0,
f es continua siy solo si

Y x=f@
ve>036>0 tal que |x-a| <6 =|f(x)-f(a)|<e

TEOREMA: Si f y g son continuas en a entonces
i) f £ ges continua en a.

ii) f-g es continua en a.

iii) af con aVIR es continua en a.

iv) f/g g(a) #0 es continua ena.

Ejemplo: ssi es continua, o no es continua y por que?
3
X — X
- 44
fx =3x+ Y —Ex
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f2

f=3f1+ +4
No es continua por que en 2y 3 la funcion f2/f3 no existe.
f3 es continua excepto 2 y 3 ya que las funciones (f2/f3) debe ser {30 por
lo tanto no es continua en 2y 3 en los demdads valores es continua.
Evaluando cada funcidn (f1,f2,£3), definimos si son confinuas, si concluimos
que los son tomamos en cuenta los teoremas (i,ii,iii,iv), para concluir que es
confinua.
Si g es continua en ay f es continua en g(a) la funcién compuesta fog es
confinua en a.

1
Ejemplo: 5 es continua y por que?e F(x) 2t

(x—8)2
flu)= w f(u) es continua excepto en negativos.
x“+1
IX= 2
Por lo tanto la funcién F=f1(g) es continua excepto en 8.
Ejemplos

g(x) es continua excepto en 8.

2H 0+1

o) im0 = G=-1

b) lim,_ ,x*~8= 3 —8=3-8=-5=5

CJlim, §5—4f=[5—4Q)f=G—12/=(-7/=49

d) lim,, ,3x—-1=3-2-1=3-3=33=9

X 2
gim,, = 0 T
1 h-1, .. _ _
:n .o ha—"Fm H=tim |, h-1=0-1=-1
h
(x=3)(x+4) .
i — Pxp . 27 P =limx+4=3+4=17

g)llmx—>3 x-3) =]“nx_)3 3 o3

2.5 CONTINUIDAD LATERAL.

Definicion de continuidad lateral derecha:
f es continua por la derecha en asiy solo si lim f:+c = f(a)

x—a

ve>036>0 tal que O<x-a<6é = | f(x)-f(a) | <e
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Definicidn de continuidad lateral izquierda:
f es continua por la izquierda en a si y solo si lim f x = f(a)

x-a~-

ve>036>0 tal que 0<a-x<6 = | f(x)-f(a) | <e

TEOREMA: f es continua en a si y solamente si ocurre lo siguiente
lim f x =1lim f x =f(a)
i

xd x-a-
Nota: tiene que cumplir que los limites laterales sean iguales es decir a f(a),
no como ocurre en la definicidon de limite lateral que se acerca a L.

No es continua cuando rompe alguna regla.

Ejemplo: Determinar si es continua.
2x+1 x<0

f(x)= 1 0<x<1

x2+1 x>1

¢si es continua en 07?
lim2x+1=20+1=1

x-0"

Iim 1=1

x-0"

Existe el limite3alim,_, f x
Existe el limite
lim fx =f(a)
infix=1

x—0

al evaluar f(0), la funcidén es continua en 0.

2(0)+1=1
f(0)= - 1=1
(0)2+1 =1

¢Si es continuo en 1?7
f(x)Alim,. f x
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lim x> +1=1%2 +1=2

x-1t

lim1=1

x->1"

No es confinua en 1

Imyfx =fa

2(1)+1=2+1=3

1=1

1241=2

La funcidn es continua a trozos:
(-=.0]U[0,1)U(1, ~)

2.6 CONTINUIDAD EN INTERVALOS.

Sea (a,b) un infervalo abierto, una funcién f es continua en a,b, si es
continua en vxv(a,b).

CONTINUIDAD EN INTERVALO CERRADO [a,b]
i) Que f sea continua en (a,b)
i) Que sea continua por la derecha de a.
i) Que sea continua por la izquierda de b.

EJEMPLOS:

Determinar si la funcién es continua o no lo es, y si es discontinua, ¢ Donde esta la discontinuidad?

a)

_— #1
f)=< x+

1 0 x=1
lim = —0o0
--1"x+1
_ 1
lim = o0
-1t x+1

Limites laterales distintos, discontinuidad en -1
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lim ¢
x-—1

0

Por lo tanto es continua en cero.

b)

X+4x<?2
f(x)= 3
X° x=2
lim x> =8
x—27
limx2+4 =8
x—2t
limx? =8
x—2

Limites laterales iguales, por lo tanto es continua en 8.
c)f(x)= |4- X*|

El valor absoluto es continua en todos sus puntos

d)
=< x+1 *7
-2 x=1
ox2 -1
lim =00
x--1"x+1
ox? -1
lim = —0o0
x--1tx+1
lim -2 =-2
x—-—1

Por lo tanto es continua en -2 pero no en -1

2.7 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO.

Suponga que f es continua en [a,b], f(a)= Ay f(b)=B, A#B=>V.entre Ay B
IxoV (a.b) tal que f(xo)=c.

Sip>0 vxtal que O< |x-a | <p se observa que si h(x) < f(x) <g(x)

Si
limhx =L"limgx =L = limf(x)= L
x-a x—a x—-a
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2.8 PROPIEDADES DE LIMITES.

1) limy,o senx=0
senx

2) 1imx—)0 x = 1
3) limy,o cosx=1
1—cosx

a,bkV Rentre (af(a)) 3 c entre a & b tal que f(c)=k
[a,b] ->

1) Fesacotadaen[a,b]
2) Fesunvalor minimo m en [a,b]

Una funcidn f es acotada en un intervalo [a,b] siy solo si Vx VR tal que f(x) <k

LIMITES INFINITOS

limf x =o0
x—a

» limyoqfx =L
Ve>036§>0talquex—a<é—->fx—L<e
Definicién:

» limyoqfx =00
VM>036>0talquex—a<d->fx>M

» limyoq fx =—o00
VM<038>otalquex—a<d—-fx<M
Cuando “x” tienda a infinito su imagen serd mas cercana a “L”

lim f x =L

X—00

EJEMPLOS: Demostrar.-

=

1) limx—>0x
Hy g f X = 0

VM>036>0talquex—a<é->fx>M

1
VM>035>0talquex—0 <& — ->M
X
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Demostracion:

1
->M-> —>x
X
x
1
x—0< —
m
lx—0 !
X — < — = 6
M
~onigin
Calcula el limite:
2x 2 x%
—x+5 _
o llmx_>_oo Ax3—1 se multiplica por 1 x%
2l 5
x_x31%3
x3
2 1 5
Ilﬁzl/)lx—)—oox 3
2
=
2 1 5
ﬁ?x_,_oo Tlim oy ZHlim w3
X
Lo
4
3x+4
12X 1P W 1
3.4
= x 1 xZ
. EWARS
llmx_)oo 2x 5
x 2
3 4
T 2x%=5 0

-32-
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TEOREMA:

SRI7—
1
i) llmx_)0+xr =00 |
I —» rim

TEOREMA:

aVRIimfx =0 xoad ¥ =€
lim

x—a

Cesconstante,c#0 —

i) C >0 si flx > 0
i gx)
im = 0
*aft)
i) C>0~"f(x)>0
g(x)
foim " o
x=0 f()
i) C >0 >0
g(x)
foim " o
x=0 f()
iv) C< 0 ->0
de f x —lim g(x)=00
=)

TEOREMA:

valores positivos de f(x)

atravéz de valores negativos

atravez de valores positivos

atravéz de valores negativos

i) silime,,f(x)=0"lim,,gx=cc= cte

>limy,, fx +g x =

lim,,,9x =c

i) Silim,_,f x =—00
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ccte—->limfx+gx =—o0
xX—a

TEOREMA:

.1 lim —
silimfx=o00 ,,,9*=¢

xXx—>a
c=tegil)
—-i)Sic>0,limfxxgx=o00
x—a
ii)sic>0,limFx*xgx=—o
x—0

TEOREMA LIMITES EN EL INFINITO

six VZT -

1
DIim — =0
xep0)
) 1
) Ilim —_ =0
x>0
EJEMPLOS:
3x
a) lim,-o sin 5x
3x 5 5 3
- = -
sin5x 5 sin 5x
3 3
S lim 2% =1y lim _=_
x—0Sin5x x-05 5
. —_ 3
5 5
) 3x 3
- lim =_
x—-0Sin5x 5
2
b) limx—>0 %
. sin x 2
— sin x*-
x? sinx 2
- limsinx?=0y lim =1
x=0 x-0 xz

1x0=0
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242

sin“x
lim —0
x—0 xz -
. sin 3x
c) limy g o
sin3x 3 sin 3x
- = 3
2x 3 _
3x 2 3 3
sin .
- lim =1 lim — = —
)§—>0 3x Y x=0 2 2
3x
1-—=
2 3
2
~ sin3x 3
- lim =_
-0 2X 2
sin 4x
d) limy- sin 2x
sin 4x sin 2x 4
4x - 4x " — =
- sin =___ sin2x 2
4x 2x 4x 4 4
. sin . 2x .
—>11m4x_=1yhm =1y lim_=_
x>0 4x x-0Ssin 2x x-0 2 2
4 4
1-1-—=_
2 2
. sindx 4
- lim =_
x~0Sin2x 2
; 2
e) 1imx_)0 smxx
sin
x2 Cx
_)
- lim S;; =1ylimx= 0
x—0 x—0
x2
1-0=0
 sin x?
- lim =0
x-0 X
2x
f) limx_,o tan 3x
2x
1 2xcos3x 3x_ 2
- sin3x = = cos 3x .
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—>llmCOde=lyllm =lyllm_=_
=0 x—0sin 3x x-03 3
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_ 2
3
. 2x 2
- lim =_
x—0tan3x 3

1-1-

wl N
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EJERCICIOS DEL BLOQUE II: LIMITES

Ejercicio 18

Se proporcionan f(x), a, Ly €. Utilice una figura y argumentos para determinar una >0 tal que €:
Si0<|x-a|< & entonces |f(x)-L|< €
f(x)=x%; a=0.5; L=0.25; €= 0.1
Solucion:
Entonces se necesita un valor de x; tal que f(x1)=0.24 y un valor de x, tal que f(x,)=0.26,asi que:
limy-o5
x°=0.25
X1°=0.24
= 024
=0.49
X,°=0.26
= 0.26
=0.51
Como 0.5-0.49=0.01 y 0.51-0.5=0.01 se elige 6=0.01y asi:
Si 0<|x-0.5|< 0.01 entonces |f(x)-0.25|<0.1

Ejercicio 16
Determine el limite y explique el teorema utilizado para dicho ejercicio:
limx—»—l(y3 - 2y2+3y'4)
Solucion
>(-1)*-2(-1)*+3(-1)-4=-10
2limy, (y3 - 2y2+3y-4)=-10
Se aplico el teorema: limy_, (f x + g(x) + --- n(x)) =limyq f x + limy—q g x +
limy—an(x)
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Ejercicio 58
El dominio de f(x) es (-o=,2].

a)Defina f(x) a trozos
b)éCudles son los valores de f(-1), f(0), f(1) y f( 3)?
c)éCudles son los valores de limy—_1 f(x), limy-o f(x), limyo1 f(x), y lim,_, 5 f(x)
y
st

Soluciones
a) X+2 x<0
f(X)= 2x 2
4-_— x0
2
b)

o f(-1)=(-1)+2=1
o f(0)=(0)+2=0
o f(1)= 4_—2"293

w

o f( 3)= 4-HFr=1
2

c)
o limy,_1x+2=1
o limyoox+2=2
2x2 -
e limy,1 4- 5= 3
2x2
e lim,, s+4- 5 = 1
Ejercicio 33
Sea f(x):

f(x)={ -1 s! x<0
1 si 0<x

Demuestre que lim,_g f x no existe, y que lim,- |f(x)]| existe
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Solucién:

Como:
limyoo-fx=-1
limyp+fx=1

Son distintos, entonces el lim,_, f (x)no existe.
Y como:

limyo- fx =-1=1

limy,o+ fx =1 =1

Son iguales, entonces el lim,,o |f(x)| existe

Ejercicio 30
Determine el limite analiticamente y apoye la respuesta trazando la grafica de la funcion en la

graficadora.

Solucion
li 6x 24+x—2
P
WMy —2% = 32
Como el:

y 6x *+x-2 3x+2 254"
+ - = — 00
L A N RE ) A2
y 6x 24x—=2  3x42 Qa1 +
- - =400
Mo-27 5232 2 TTx+2)
Son diferentes entonces el limite no existe

¥

¢ Cuando X=2-2la
funcion se vuelve
sy
[T N O S A SO ey /’ indefinidaicomo se
' :  demuestraenla ...
£
; grafica ¢

-14 | -1z -10 -8 -6 -4 + 0 2 4

@
=
e
o
-
9]
[
'S

Ejercicio 17
La funcion es discontinua en el numero “a”.
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a)Trace la grafica de “f” en un rectangulo de inspeccion conveniente y determine que la grafica se
rompe en el punto donde x=a. ¢ Parece ser removible o esencial esta discontinuidad?. Si parece ser
removible, especule sobre como debe redefinirse f(a) de modo que la discontinuidad sea

eliminada.
b)Confirme analiticamente la respuesta del inciso(a)
x=9
fr=""5i39
Solucién | '
¢ <.,.a,l]\‘\‘ =
a)
L6
R T 0 e s N O A TR O
- En el punto donde
X T T O A R a=9 se presenta
S nadiscontinuidad
1_3::1111::1%‘11::111 ------
0 1 2 3 4 510 &6 1 8 9 1

Se puede redefinir multiplicando por 1 la funcidn quedando de esta manera:

P x=9 (x+3) _

= x=3 T x+3 _(x&ql)_ 3
Y la discontinuidad ya no se presenta: En el punto donde
a=9 se ha

removido la

... discontityidad

L3

0120 3 4 5 6 14 81 91

b) Ahora confirmemos analiticamente a respuesta del inciso (a)
Para confirma que la discontinuidad se removid se deben cumplir las condiciones de:
i) f(x) existe
ii) lim,—qf (x) existeiii)
limyofx=fa

Asi:
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. x=9 x=9 x+3 _x—9 (x+3) B .
i) fx="5=3 -3 —x+3 -4t 3 existe
x=9 x—=9 x+3 x=9 ( x+3) _ _
- . N - _ _ _ - .
ii) limyo9 53 e = I +3 9 + 3 =6, el limite existe.

x
i) limyso x+3= (9)+3

“u_n

Como las 3 condiciones se cumplen en “a” entonces se dice que la funcidén es continua en “a

Ejercicio 59

“u_n

De un ejemplo de dos funciones que sean discontinuas en un numero “a”, pero cuya suma sea
continua en “a”.

Solucién

No existe una suma de funcidén que sea continua si las funciones usadas en la suma no son
continuas y por teorema si F y G son funciones continuas, entonces la suma de las funciones Fy G

es continua.

Ejercicio 39

Determine si se cumple el teorema del valor intermedio para la funcién “f”, el intervalo cerrado

[a,b] y el valor de k indicado. Si el teorema no se cumple, establezca la razdén y apoye graficamente

su respuesta. Si el teorema se cumple: a) trace la grafica de “f” y la recta y=k en la grafica y estime,

con cuatro cifras decimales, el numero C del intervalo (a,b) tal que f(c)=k. b) Confirme la

estimacion del inciso (a) analiticamente. c) Dibuje la grafica de “f” en *a,b+y muestre el punto (c,k).
4 1

f x = " [a,bl=[-3,1]; k=

x+2 2
Solucion
., 4 .
Dada la funcién f x = definida en el intervalo cerrado [-3,1] queremos encontrar el valor C
x+2

tal que f(c)%

Entonces igualamos la funcion a 1 y resolvemos:

4 _ 1y 41 380k (562 = 0, por lo tanto x=6, pero 6 no esta en el intervalo
2 x+2 z 2(x+2) 2x+4

cerrado establecido de [-3,1]

En la siguiente grafica se puede notar lo explicado anteriormente:
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\ @ Las lineas negras representan los
Vo= numeros maximos del intervalo
\ .
a establecido.
“‘“ e
al La linea azul punteada nos muestra el
ofm sem s s s s Om
< =2 (=3 = a e puntO (C,k)

1
El circulo tiene las coordenadas (56).

| =e Y asi apreciamos que el valor C no
\ = esta contemplado dentro del intervalo
establecido

Ejercicio 26

Demuestre que el limite es el nimero indicado aplicando la definicidn; esto es, para cualquier €>0,
determine una 6>0 tal que:

Si 0<|x-a|< & entonces |f(x)-L|< &

. 1—9x2
xX—>-1-3x
3

2 |f(x)-L|< €
1—9x 2 1-9x 2—(2—6x) —9x2+6x—1  9x 2—6x+1 137 (1-3%)

216G — 21= =l T = PR bl BTw S
S>3 |x-t|<¢€

e|x-1|<3€—= 5
3 3

lim =2

Ejercicio 68
Determine las asintotas verticales de la grafica de la funcién y utilicelas para dibujar la grafica
2x
X =
x2-1
Solucién
Las asintotas de esa funcion son las rectas en donde la funcidon no esta definida.

En este caso las asintotas de la funcion son x=1y x=-1
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Asintotas en:

x=1yx=-1

--------------------------------------------------------

_________________________________________________________

Ejercicio 110

Dibuje la grafica de f si f(x)= [[1-x*]] y -2<x<2
a) ébxistelimyo f ()?

b) éEs continua en 0?

___________________________________________________________________________________________________________________

: : : : —-10
a) limy.o 1—x% =1porlotantosiexisteellimite

b) Si el limite existe cuando x>0 entonces es continua en0
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DERIVADAS BLOQUE 111

3.1 DEFINICION.

Una funcion f es diferenciable en x si y solo si

_ fx+ = f(x)
f x =lim - existe

¢ limx—vro —fqu:]fi

Derivar por la definicidon f(x)=x*

f(x)=lim _fx+ —fx x+ Cf-xPxi4x o+ 2 (2;C+
_ _ L2
= — —
Slim2x+ =2x=f (x)
-0
f'(x): limX—>x0 M N x2%—x _ X+XgX=Xg = x + X0
X—X0 ) — x—x0
0
— lim x + x¢ = 2x¢
X—X0
Derivar por la definicion f(x)=mx+b
f'(x)=lim _fyx+ —fx mx+  +b— mx+b mxsm h-mx-=b _
- -
L m

Slimm=m=f (x)

-0
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> limm=m
X—X0
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EJEMPLO:
1. f(x)=2+3x-x*
, x + —fx
f x=Ilim ]:0
2+3x+ —x+ 2_243x—x2
%
2+3x+3  —x*-2x - ?2-2- 3 - 3—2x—
3x + x? 2 —
- 2 =
—»1lim3—2x— =3—-2x=f (%)
-0
1 - 1i ‘fx—_ﬁ(‘@ 243x—x2 — 24+3xy—xg2 243x—x2-2—3xg +x92 x—x 2—3xgtxg?
f(X)— llmx—>x0 X—%0 - x—x0 = x—x0 = -0
32 X-2¢+X0
= - =3—-—x—Xp
X% X—X0

—>lim3—-—x—xp=3—2xp
X—X0

3.2 RECTA TANGENTE Y RECTA NORMAL.

Unafuncionfesdiferenciabley p(xy, f (xg) esunpunto de su grafica,
si f es diferenciable en x( entonces la tangente en ese punto

tienecomo pendientef' (x0)

Xf %

y=mx+b

y=f ﬁox—xo + f xg
m= __

m
-1

y= x —xo + f Xo

B/am|
feo= X2—X1
—’f%xz—x1=3’Z—Y1
f’xox—xo =y —f %0
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~1
f'(x0)

Una funcidon es diferenciable en un Punto x si solo si

limfx+ — f(x) .

x—x0=Y—f X

-0

3.3 OPERACIONES DE DERIVADAS.
SV gz

—fmﬁﬂ@c ,

£) fl+g, x =f(x)tg x)

i) of x=af(x)

3.4 REGLA DEL PRODUCTO.

Si f & g son diferenciables en x también lo es su producto.
>frgx=fxgx+gxf

3.5 REGLA DEL EXPONENTE.

NVZ n+ -1

Px=x"

p'x=nx"‘1

3.6 REGLA DE LA RECIPROCA.

Si g es diferenciable en x y g(x) es diferente de 0 entonces

_g’x
g x?

> x =

QQ | ~
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3.7 REGLA DE COCIENTE.

Si f & g son diferenciables en x y g(x) diferente de 0 -> f/g son
diferenciables en x.

f ox= fxgx—fxg X
g gx?
3.8 REGLA DE LA CADENA.

Si g es diferenciable en x y f diferenciable en g(x) entonces la
composicion f°g es diferenciable en f y se efectua de la siguiente
forma

(fg)'(x)=f"(g(x))*g"(x)

3.9 DERIVADA DE ORDEN SUPERIOR.

af
T
df -
g,
#’ " ()
Ay
i f

3.10 DERIVADAS DE IDENTITADES TRIGONOMETRICAS.
d
dx
d
a =8k

d
— t=sk
dx

=k
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d
dx
d
dx
d —CoSX
— &=

dx sen?
3.11 DERIVADA DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y
LOGARITMICAS.

ax=1-oX

=t

Definicidn: Si Z en racional entonces In e? = Z con esto
tenemos que el inverso a la exponencial

3.12 MAXIMOS Y MINIMOS.

Decimos que f tiene un maximo local el “c” <->f x Vx cerca de “c”
cVab,fc=fxVxV][ab]

F tiene un minimo localenc<->f ¢ = f x V cerca de c
TEOREMAS:

Si f tiene un maximo o un minimo local en c entonces f'(c)=0
aplicado en el punto c

3.13 DEFINICION DE PUNTO CRITICO.

Dada una funcién f el numero c en el dominio de f para los cuales
f'(c)=0 o existe, se denominan puntos criticos en f.

3.14 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA.
Supongamos que f’(c)=0y que f"’(c) existe

i) F”’(c)>0 -> f(c) minimo local
i)  F’(c)<0 ->f(c) maximo local
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3.15 REGLA L’HOPITAL.

(0/0)

1) Sea f, g funciones diferenciables * g’(x) diferente a 0
2) F(x) ->0
3) G(x) ->0
4)x—c¢,x—>Cc",x—> x> 00,x > —00
5) Si J;xx
f(x)
g(x)

- L

- L

oo

oo

Sea f, g una funcioén diferenciable *g’(x) diferente de O

1) 1) F(x) ->00
2) G(x) ->0
3)x>c,x—>ct,x—>c ,x>00,x—>—00
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EJERCICIOS DEL BLOQUE IlI: DERIVADAS.
1. Efectuar derivada de cada una de las siguientes funciones por la definicién:
a) f(x)=5x-x

T fx 5x+ - x+ 2 Sx_xzz%l-S//xZ+2x+él /=/ R

=

->lim o5+ 2x+ =54 2x
b) f(x)=x"

4 4
x+ -x _/+4x3+6x2 /_/ 4x3+6x

i x+ —fx , -
lim _f f T A ?
>
- lim Lo 4x3 + 6x2 +4x 2 =4x3
1
Q) flx)= =
1 2T -
fx+  —f Gt ) g 7
lim N 2T mem? (z2x—-21) |
-0 (x*+2x
i —2x— —2x
- lim —
“Uxtiox x4
3 + 4 =
df(x)= x—1
fx+ —f x +——1—=x—1 / 1
; - = = -
lim o / Tx+  —1IF x-1) x+ -1+ x-1
1 1
= — =
. x+ -1+ 2 x—-1
lim o x—1
1
e) f(x)=——
) ( ) x+3
x+ — 1 1 x+3 - —
k ! 3y itz ) e 49 v 10
lim g - = = - -
xZ+x  +6x+3 49
I -1 -1 -1
- lim = =
“Ux24x  +6x+3  +9  xZ+6x+9  (x+3)2
1
) fx)="_
X
1 1 x —x¥ =
§x+ -f = T F Tx Tx+TxF -1
-_ - = — = —_
lim g T x ozt xt
-1 -1 -1
b d _ = = _
lim Lo



T x

x + x+

x(2 x) x(2 x3

M

ATEMATICAS SUPERIORES
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2. Hallar la ecuacion de la tangente y de la normal en la grafica de ‘f en el punto a,fa para

los valores de ‘f’ en ‘a’
a) f(x)=x2 en a=2

f x=2x

Tangente

(x-X0) (m)= (y-yo)
2>(x-2)(H)= -9
2>4x-8=y-4
2>y=4x-4

b) f(x)= 5x-x2 en a=4
f x =5-2x
Tangente

(x-%0) (M)= (y-yo)
>-4)(-3)= (y-4)
2>-3x+12=y-4
2>y=-3x-16

o) f(x)= x en
a=4

Tangente
(x-X0) (m)= (y-yo)
> (x-4)(1/4)= (y-2)
> (x/4)-1=y-2

2>y=(x/4)+1

-51-

fla=4=m

Normal
(X-Xo)(1/-m)=(Y-Yo)
>x2)1/-H=0-D
> (x/-4)+1/2= (y-4)

2>y=(x/-4)+9/2

f4=-3=m
Normal
(X-Xo) (1/-m)=(Y-Yo)
>(x-4)(1/3)=(-4)
> (x/3)-4/3=(y-4)
>y=(x/3)+8/3
f4="=m

4
Normal
(X-Xo) (1/-m)=(Y-Yo)
> (x4 (9= (y-2)
> (-4x)+16= (y-2)

2>y=(-4x)+18
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d) f(x)= ena=-2

x 2
P =2
fx=
x3
Tangente

(x-%0) (m)= (y-yo)
2>x+2)(1/49)= (y-(1/4)
>&/0)+1/2=y-(1/4)
Sy=(x/4)+3/4

e) f(x)= 5-x2 en a=2
f x=-2x

Tangente

(x-x0) (m)= (y-yo)

2> (x-2)(-4)=(y-1)

> (-4x+8)=y-1
Sy=-4x+9

f) f(x)= xl_en a=-1

+3
=1

flx==
(x+3)?2

Tangente

(x-%0) (M)= (y-yo)
>E+D1/8)= (y-(1/2))
2>(x/H+(1/H)=y-(1/2)

2>y=(-x/4)+1/4

-52-

Normal
(X-X0)(1/-m)=(Y-Yo)

> x+2)(-4)=(y-(1/4)
> (-4x)-8= (y-(1/4))
Sy=-4x-(31/4)

f2=—4=m

Normal
(X-Xo)(1/-m)=(Y-Yo)
>(x2)(1/9)=G-D
> (x/4)-1/2=y-1

2>y=(x/4)+1/2

Normal
(X-X0)(1/-m)=(Y-Yo)
>E+D (D= (y-(1/2)
2>4x+4=y-(1/2)

2>y=4x+(9/2)
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3. Qué funcidn es diferenciable

a) f(x)=|x+1|

f x+ +1 —|x+1]

- +
fx) x L 1

-

hm S0+

LobxeE=—=0 _)—x+

=11

lim +1 +[|x+1]
-1#1

~No es diferenciable en -1

b) f(x)=|2x+5]|

aM—)

2x+2  +5 —|2x+5] 2—

lim

— 2x+2 45 +|2x+5]

SoFE—R

lim

-2#2
~No es diferenciable en -2.5

o fx)= x

f x+ —f(x) x+—
_)
-0+ X+

=

- X

lim

H
+
=2
[\)

- (=Y

-

f x+ —flx) x+—
%
-0~ x+

- X

+
=
[\
®|

~Es diferenciable

dDfx)=Jx2 -1 x<2
3 x>2

x?=1 -3

fx—=f(2)
7 7

lim, o+ x
x—2 x-2 7 x—2 - x-2

fx—f(2) 3 -3
_)

x =2 x—2 x—2

1imx—>2—

4+0

~No es diferenciable
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4. Hallar f’ x siexiste

a)
4x x<1
=9 ax242x>1
3 fx—f(1) dx=4 A(x=1)
hmx_)ﬁl x-1 7 x-1— x-1 =4

; fx—f(1) 2x242-4  2x2-2  2x41(x=1)
limy 1/ Yxl—l = Yx—l = ;_1 =< x—yl =2x+2=4
4 =4
~Es diferenciable
, 4 x<1
=N ax x=1
b)
. ¥ x<1
X)=
0= <253 4 1% >1
] fx—f1 2¢341-3 2x°1 2 32 1 =6
im = X =3 _ = 2x —
xolt x=1 7 x—1 - x—1 tx+
; fx—f(1) 3x2-3  3(x?2-1) 3x+l(x=1)
limy 1~ 4 TP e T ol = oan C=3x+3=6
6=6

~Es diferenciable

, 6x x<1
Flx)= 6F x>1

5. Derivar las funciones
X
a) f(x)= 2,4

x3

/ 2x x3=3x 2(x 244) 2x4—3x%—12x% —x*+12x% —x*412x2

x = = = =
f x6 x6 x6 x6
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b) f(x)= (x-1)(x-2)

f*=x-2+x-1=2x-3

1
c) f(x)="
) )=
1 1
Tx-2-(6-) (6-)
f’ x — Xz X — X X
x—2 2 x—2 x—2 2
14x4
d) f(x)= 22
' 4x 4
fa=""_3xlate D pihn
x4 x x4
2
1 1
e)f(x)= 1+—1+ _
x x?2
' -1 1 =2 1 -1 1 2 2 3 2 1
fx=""1+"4+ " 14+4"="—-"-"="=="="=7
x2 x2 x3 x x x x x x4 x x2
2 4 4 3

) f(x)= 9x® — 8x° x +*

X
Fa=72x"—72x8 x++1—" 9x8—8x7...
x x2
=728+ 72— 72— 722 + 9B — 8x°— 9P+ 8’ = —80x°+ 81,8 —64x"+ 63 x°©

6. Hallar f‘(0) y f*(1)

2x 2x+l
flx)= S5
a) ( ) x 2+2x+1
] 2 2
fx= 2 2y (e+1)P—2001 (2x txt+l) _ 2x Z?ijl 2yx+1)
(x+1)22 (x+1)2 (x+1)3
fo=-1
' 1
fi1="
4
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1—x 2

b) f(x)= 14x2
2 2 2
' _ o=2x(A4x)—2x(1—x) =2x 2x(1—x )
fx= 14x22 = 1 1+4x22
2

f0=0
f1=-1

c) f(x)=x%x+1

fx=2xx+1+x%>=2x>+2x+ x?=3x%+ 2x

£0=0
f1=5
2
ax +bx +c
d) f(x)=———
) f(x) cx 24+bx  +a
2,
/ 2ax+b cx 24bx +a — 2cx +b (ax Hietg  _ 2e+b 2ex+b(ax 24py +0)
f = ctheta 2 cx 2+bx cx 24+bx+a 2
+a
' b b
fo="_te
a q
2

f' 1 = 2a+b  2c+b (atb+c)
~ ctb+ta ct+b+a 2

7. Sabiendo que h(0)=3 y h’(0)=2, hallarf’(0)
a) f(x)= x h(x)

f x = x + X X

->f0=3

b) f(x)=(3x")(h(x))-5x

f x = 6x x + x 3x* -5
- f0=-5
Of=  x ——*

(x)
f’x = "x + &)

) ?

Sf0=242

9
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d) f(x)=h(x)+ L(
x)

fx= "xF 5z *F

—>f’0=2+39

8. Hallar la ecuacién para la recta tangente a la grafica ‘f’ en el punto (a, f(a))

a) f(x)=xx? en a=-4 > f(a)=2

o (xt2)x ‘a="=m
fx= (x+2)? U 2

Tangente

(x-%0) ()= (y-Yo)

> +4)(1/2)= (y-2)

> (x/2)+2=y-2

Sy=(x/2)+4

b) ()= x* + " en a=-2 Sf(a)=-1

fa=2x+-12 fa="%=m
(0? 4

Tangente

(x-%0) (m)= (y-yo)
2>(x+2)(-26/4)= (y+1)
2>(-26x/4)-13=y+1

2>y=(-26x/4)-14
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9. Hallar y"”
3
x°+1
a)y=
) x3-1
2, 3.1 _3x2 +1) 3x 2 3
; 3x X x“(x 3 (
y= = -
x3-12 x3-1 x3-12
v 6x x —1-3x%3x z 6x x 341 +3x 2 3x 2 3.1 %2431 (3x 2)3x2(963+1)
y = x3_1 2 - x3_1 22
2 2 2
6 3y 23x 7 _ 6xx3+41 3x “3x 2(3x2)3x2(x3+1)
T x x3-12 x3-12 x3-12 x3-13
31
2
6 x3—1 —3x26x 6(x34+1 +3x2(6x) x3-1"—2x3-13x26xx3+1
ym = ©3-12 - ©3_1 22 -
3 2
72x3 x34+4143x218x % x3-1"-3x3-1" 3x218* x3+1
N 3_1 32 =
3 3 2 4
_ 6 3x %6x 6 +13x X(6%) 4 36x Sx A1 4 3x718xt 33x2 qgty 34
x x3-12 x3-12 x3-12 x3-13 x3-13 x3-1%
31
4
X
b) y=
) 2x3_
4
, Ax 32x3-1—-6x 2(x3) 4x 6 2( 4}
y: = -
2x3-12 2x 2x3-12
31
2
2 3 2 3 12x x*+4x36x2 2x3-1 "—22x3-16x26x2 x*
" 12x 2x —1—-6x 4x —
y = 2x3-1 2 2x3-122
3 4 2 2.4
B 12¢ 2 6x 24>  12xx 4x36x2 (2)6x = 6x “x
T 2x 2x3-12 2x3-12 2x3-12 2x3-13
31
3 2.2 3_4 2_ 3_ 26,2 4.3
R 3_1—6x 212x 2 12x 4x° +12x “ 6x 2x°—1 2 2x 1 6x“6x “ 4x _
= 2x3-12 2¢3-1 22
2
12 x% +4x3 12x 2x3-1 " -2 2x3-1 6x212x x*
- 2x3-1 22 B
2
12x 4x3 +12x2 6x2 2x3-1 "=2 2x3-1 6x%6x24x3
B 2x3-1 22 te
3 2
576x72x3-1" =3 2x3-1"6x2 72x8
ot PWEREY: =
2 2 12x 4x 3 2 ¢, 2 2 6% 26,2 43 12 x
12 6 6x% 4 3
_ 24x _ 6x I 124 x4+ X" ax _ 4x° 12x + .
2x 2x3-12 2x3-12 2x3-12 2x3-13 2x3-12 2x3-12
31
P2t ———— 3 -
2x3-13  12x4x 2r 3-12

-58 -



12x 2 6x 2 122602 4x  576y7 36x272x8
2x3-12 + 2x3-13  _2x3-1%
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3
; T
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oy="
)y=___
2 2
r_2x1-x+x  2x X
- 1-x2 = 1-F  1-x2
v 21-x+42x , 2x1-x%42(1-x)x? 2 | 2x 2x 2x 2
y = 1-x2 + 1-x4 - 1-|:x li_x2 -ii—xz 1-x3
) n 21-x242 1-x2x | 2 1-x2421-x2x | 4x1-x3431-x22x?
Y = 1k 1-x4 T 1-x4 1-x6 -
2
2 2 4x 2 4x 4x 6x
. — 1_x2+ 1_x2+ 1_x3+ 1_x2 + 1_x3+ 1—X3+ 1_x4-
2 3+1
x
d)y= x4
3
Coex Cx t—(d4x ¥2x +12 6x (4x3)2x3+1
y= = -
x8 x4 x8
2 3
v 12xx gx36x © _ (12x2) 25341 46x 2(4x3) x 8—8x7 4x 3 (2x “TD) —
= %8 x16
12 24 24 12 24 | 64 32 44 4
T X3 x3 3 +x6 T x3 +x3 -I_x6 T x6 ' x3
5 2
mo_ —6x(44) | —3x(4) _ =264 12
y = x12 x6 x7 x4
10. Derivar

a) y=3cos x — 4 secx

4 . (=(=sin x)4) . 4sinx 1 .
y =-—3sinx — =—3sinx — =—3sinx — 4 tan x secx
cos 2 x cosXx oS x

b) y=x?secx

1 2xcosx—(—=sinx)x? _ 2xcosx , x?(sinx)

y sy cos T “oTL2x sec x + x“ tan x sec x
— 3
€) y=x°cscx
2 3 2 3
' 3x sinx—cosx(x) 3xsinx xcosx
y= Gnly = e =g%Acsc x — x3 cot x csc x

d) y=sin?x

y = 2 sin x(cos x)
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11. Hallar derivadas

a) y=sinx
Yy =CoS X
b) y=cosx
! .
y =—sinx
C) __ cosx
Y= 14sinx
' —sinx 1+sin x —cos x(cosx) _ — sin x=sin 2x—cos 2x
- 1+sin x 2 - 1+sin x 2

d) y=tan?2mx

cos 2mx cos Zmx +sin 2mx (SN 21%) _ 5 tan 2mx 1 + tan? x = 47 tan 2mx sec? 2mx

y =2 tan 2mx

COSZX
e) y=sin® 3t
y =15 sin 3t (cos 3t)

12. Hallar las derivadas indicadas
d .
a)", G

d, . d, .2 . d,. 3

“(sinx) =cosx, (sinx) =—sinx, (sinx) =—cosx—
a dx 2 dx3

d4

;(sinx) =— —sinx=sinx

b) ', @

d . d 2 d 3 )
“(cosx)=—sinx, ~(cosx)=—cosx, (cosx)=——sinx—
(f dx? dx 3
d
;(cosx):——cosx=cosx
d d?
€~ t 2 tcos3t
d de?

Primero:

d . d? . .
~—tcos3t =cos3t—3tsin3t, = tcos3t =—3sin3t— 3sin3t— 9tcos 3t
a dt?

Luego:

d_tz(—6 sin 3t —9tcos 3t = -+
dt

-60 -



MATEMATICAS SUPERIORES

..=2t —6sin3t —9tcos3t + (( —18 cos3t) —( 9 cos3t -

27t sin 3t )t?=---

= — 12t sin 3t — 18t2 cos 3t — 18t% cos 3t — 9t cos 3t +27t3sin 3t

.= — 12t sin 3t — 45t% cos 3t +27t3sin 3t
d d
d)- t (cost*
)d dt( )
Primero:

d .
“=cos t? = —2t sin t>
dt

Luego:

d ) . .
“t —2tsint? = —2tsint?+ —2 sin t? — 4t%cos t2t = ---

dt
... = —4t sin t% — 4t3 cos t*

e)dif sin 3x =3fcos 3x
X

f)disinf 3x =3fcos(f 3x )

Ejercicios 2.1

Obtener las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de la ecuacion en el

punto indicado. Trazar en la graficadora la grafica junto con las rectas tangente y normal en el

mismo rectdngulo de inspeccidn.
15.y= "5 (21)
X ﬂ )
f&= f2=-1
x4
Tangente

(X-xo)(m) = (y-yo)
2 (x-2)(-1) = (y-1)
2> x+2=y-1

= y=-x+3
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Normal

(x-X0)(1/-m) = (y-Yo)
2 (x-2)(1) =(y-1)
2> x-2=y-1

2 y=x-1
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Tangente

————————————————————————————————————————————————

odreeeodosodbe="Eoo-) Normal

49'. Derﬁuesfre due ho ekiste'una'recta qué paéa pdr el bunfo (1,'5) que séa ta'nger'\te alacuerva
y = 4x?

Basta con evaluar la funcidn en 1 para notar que nos manda al punto en el eje Y=4 y no al punto
Y=5 como indica el ejercicio.

Tangente
(x-1)(8) = (y-5)
- (8x-8) = (y-5)
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Ejercicios 2.2

La funcién ‘f’ tiene como dominio el conjunto de todos los nimeros reales y cuya grafica se
muestras en la figura adjunta. Suponga que cada porcién de la grafica que parece ser un segmento
de la recta es un segmento de recta. En cada ejercicios haga lo siguiente:

25,

a) Defina ‘f’ como una funcién atrozos

b) Encuentre f'(-1)

c) Encuentre f'.(-1)

d) Encuentre f'(0)

e) Encuentre f'4(0)

f) Encuentre f' (1)

g) Encuentre f',(1)

h) En que ndmeros ‘f' no es diferenciable?
y

a) 2x—-1 x<-1

f(x)= <

\
b)
limy_j- Fe=fel—  =2e=ll  =20etly
x—>-1 x+1 — x+1 = x+1 = —2
c)
. 2
hm " fv—f(—1)_ x4—1 _ x+1 (v—1\_ _
x->-1 x+1 — x+1 — x+1 =X~ 1=-2
d)
x2
. 2 j— —_
lim, - fx=f@— x2=0_ _=x= 0
x—0 x x
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e)
2 —x? 0
lim. s £fr=f@ =x2-0_ =—x=
x>0 x—0 — x - x
f)
. 2 2
hm _fv—lfﬂ\_ =X +1_ —(x —1\_ =(x+1 v—1\_ _
x=1 x—=1 — =1 - x-1 = -1 =—x—1=-2
g
fx—f@) x—2+1 x—1
lim, 1+ = =—=1

_

x—1 x=1

=

h) No es diferenciable en x=1, ya que los limites laterales no coinciden en ese punto.

Ejercicios 2.4
Obtenga la derivada por medio de los métodos de derivacidn

16. fx=x*—5+x"2+41x7*
fr=axd—t_1¢
x3 x5

50. Obtenga una ecuacién de la recta tangente a la curva y = x* — 6x que sea perpendicular a la
recta x — 2y + 6 = 0. Apoye su respuesta trazando la curva y las dos rectas en el mismo
rectangulo de inspeccidn.

Sabemos que:

x+6

y= 5 tiene pendientede m=1/2

. x+6 . .
Entonces como buscamos la recta tangente perpendiculara y = , la pendiente tiene que

. 1 , o
obtenerse por medio de p— lo que nos devuelve una pendiente de m=-2, que vendria siendo la

pendiente de la recta tangente. Como la pendiente se saca por medio de la derivada de la funcion,
pues derivamos la funcion y la igualamos a la pendiente que obtuvimos:

y =4x3—6=-2
De donde nos resulta x=1, que es el punto donde pasa la recta tangente, ahora evaluamos la

funcién de la cuerva en el punto x= 1, y nos devolvera y=-5.

x+

Con estos dos datos ya podemos calcular la ecuacidn de la recta tangente perpendiculara y = ,

como vemos a continuacion por medio de formula y su respectiva grafica representativa.
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Tangente
(x-Xo)(m) = (y-yo)
2 (x-1)(-2) = (y+5)
> -2x+2=y+5

2 y=-2x-3

_____ ______ Recta tangente y perpendiculara
: i x+6
] YT

_____________

Tangente y=-2x-3

Ejercicios 2.5

22. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el piso con una velocidad inicial de 32
pies/s. (1 pie = 0.3048m)( 32 pies/s =9.728 m/s )

a) Emplee la funcién s = —16t2 4+ vot + s para describir la ecuacién del movimiento de la
pelota.

b) Estime que tan alto llegara la pelota y cuanto tiempo le tomara llegar hasta su punto mas alto.

c) Trace en el mismo rectangulo de inspeccion de trayectoria de la pelota, la grafica de la ecuacidn
de movimiento y la grafica de la ecuacién que expresa la velocidad instantdnea v como una
funcion de t.

a) y c)La ecuacion de movimiento viene dada por:

s=(=16m/s?)t>+9.728 ™t
S
v=%(-16m/s)t £9.728 "t = —32™ t+9.728 m/s
d s 52

Simulacion del movimiento en la grafica:
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b)En que tiempo llega a su punto mas alto lo sabemos por medio de la siguiente ecuacion:

—9.728 m
0= —32"t+9.728"5¢t= =0.304s~ 0.3s
é s —3257

Sabiendo el tiempo ahora podemos calcular que tan alto llega la pelota de la siguiente manera:

s= —16"(0.304s)2+9.728 ™0.304s = 1.478656m ~ 1.5m
2

N

Ejercicios 2.6

20. El ingreso total recibido por la venta de x escritorios es R(x) dolares, donde

R x = 200x — ~x2 . Determine:
3

a) La funcion de ingreso marginal
b) El ingreso marginal cuando x=30

c) El ingreso real por la venta del escritoro 31

2
3

a) La funcion de ingreso marginal esladerivadade R x =200x — Ly

4-200x — 1x2 =200 - &
x 3 9

b) El ingreso marginal cuando x=30es:

R'30= 200 — 2= 180 dolares
9

c) El ingreso real por la venta del escritorio 31 es:
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R31 =20031—"-312="5879.7 dolares
3

Ejercicios 2.7

Obtenga la derivada

21 d in . cos x 1—cos x —sinx (sinx ) _ sr—as—sin x

& l—-cosx — 1—cos x 2 1—cos x 2

56. Una particula se mueve a lo largo de una recta de acuerdo a la ecuacion, donde s centimetros
es la distancia dirigida de la particula desde el origen a los t segundos.

a) Cuales son la velocidad instantanea y la aceleracion instantanea de la particula a los t;
segundos?

b) Determine la velocidad instantanea y la aceleracion instantanea a los t; segundos para cada
valor de t;.

1 1 5
s=6¢cost; t1 esiguala0T67r_,27r_,67ryﬂ
a)
v=s=—6sint
a=s =—6cost

b) v(t1) = —6sinty

v(0)=—6sin0=0m/s

v(l_n) = —6sin 7 = —0.054 m/s
6 6
1 1
v(m)=—6sin"mT=-0.164m/s
2 2
5 . 5
v(m)=—6sin"nw=-027m/s
6

v(r)=—6sint=-0.33m/s

aty =—6cost;
a0=—-6cos0=—-6m/s

1 1
a m=—6cos m=—-1m/s
6 6
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1 1
a m=—-6cos m=-3m/s
2 2
5 5
a"n =—6cos m=—-1m/s
6 6
am =—6cosm=—6m/s

Ejercicios 2.9

Obtenga la derivada de la fucion

2
5. fx=(5-3x)3
-6
3 (5-3x)

fx=
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TEMA II
CALCULO INTEGRAL

(Matematicas Universitarias Il)

INTEGRAL BLOQUE 1

1.1 Cotas

o es cota superior de un conjunto P siy solosix > x, Vx V P
B es cota inferior de un conjunto Psiy solosi 8 < x,VxV P

Un conjunto es acotado si es acotado superior y es acotado inferior.

[ ]
L _
a b

a" es cota inferior y "b" es cota superior, por la tanto el intervalo es acotado.
Se define a "M" como el maximo de un conjunto P.
Se define a "m" como el minimo de un conjunto P.

El Maximo es la cota superior mas pequefia

oeyTiTaHRWPpE T BX <
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El minimo es la cota inferior mds grande
oed iRV e 0c0g)
1.2 Particion.

La particion P de un intervalo es la division de ese segmento en "n" partes.
Ax=a=x9<x1<:-<Xp=Db 0 Ax=x1—xg
Designemos los valores maximos y minimos de la funcion "f" en cada segmento

Xaq My My
x50 my M

1.3 Suma Superior y Suma Inferior.

M- -V Moirard el
St -y, Mirsd tuelly
SUMA SUPERIOR SUMA INFERIOR
a b a b
fx =0
Sp<Sp
Demostracion
Pasos:
a<b-ac<bc
a<b-a+c<a +c
Axi= Axi
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it
m<x;VxVPyM;<x;VxVP
- m< xS M;

il m;Ax; < M; Ax;
n n

- miAx; < M;Ax;
=1 i=1

Si la funcidn es una constante, el maximo y minimo son iguales
fx=c-om=M;

Si f x =xlaintegral es el area del triangulo formado por la funcién.

1.4 Proposicion.
En toda P particidon se cumple que:

Sn>m(b—a) donde
"m" es el valor minimo de f(X) en el segmento [a,b].
Demostracion

m<m<--<my

SiSp=2mb—a

- mAx1+ - mpAxp,= mAxi+ - + mlAx,
Dondemlet- - +mbg,=mg+ -+, =mb—a

> mAx1+--myAxp, =mb—a
->Spfz=zm(b—a)

Sp<Mb—-a

- MiAx1+ - MpAxp,< MAx1+ - + MAx,
DondeMNg+ - +MNg=MNe + -+, =Mb—a
>M{Ax1+ - MuAxn, >2Mb—a
->Spf=M(b-a)

Si f(x)>=0 uniendo las dos desigualdades obtenidas tenemos que:
mb—a <Spf <Spf <Mb-a

Ya que
mb—a <Spf ySpf <Mb—-a
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se demostraron arriba y por la demostracidn anterior a esta se sabe que:

Spf =Spf

1.5 Integral definida.

Cada uno de los segmentos [Xg,X1],[X1,X2],...[Xn-1,Xn] €legimos al numero designado por £, &,,... & tal
que Xo< €< X,...Xn< &< Xn

En cada uno de esos puntos calculemos el valor de la funcidn y formemos la suma de f(£,),...f(&n)

n

Spf=f8Ax14..+ fEAxy=f & Ax; a0
i=1
n n n l
- miAx; < fEl-Axi< M; Ax;
i=1 i=1 i=1

Sp(f)<Sp<Sp

La suma Sp(f) depende del modo de dividir el segmento [a,b] en los segmentos [xi.1,x] asi como la
eleccién de los puntos &, ... §; dentro de estos segmentos de los puntos.

Designemos por max[xi.1,xi] la mayor longitud de los segmentos [xi.1,xi], examinemos diferentes
divisores del segmento [a,b] en los segmentos [xi.1,x] tal que:

max[xi.1,x]-->0

1.6 Sumas de Riman.

n b
lim f&Ax;= fxdx
1 a

max—-0
=

1.7 Refinamiento.

Un refinamiento es una "P™" particion que contiene todos los elementos de una particion inicial(P)

[ B [ L
L _J .t "1
a b a b

Particidn Particién Refinada
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Si "f" esta acotada en un intervalo I:,a < x < b-si Py P’ son dos particiones cualesquiera con P'
refinamiento de P

->Sp f<SpfySp(f)=Sp(f)
"f"esacotadaen/ o Ik sRtalqueVx VI fx<k

b
infSpf = fxdx
a
b
supSpf = fxdx
a

ufif SY§f
b b
o b ptetil ek a
1.8 Integral.

Si "f" es una funcidn acotada en el intervalo I:, a £ x < b- entonces es integrable si y solo si:

b b b
fxdx= fxdx= fxdx
a a a
Si "f" es acotada e un intervalo | y tanto P como P’ son dos particiones cualesquiera de | entonces
cumple lo siguiente:

Sp f<sSpf
n b
in mAx;= f x dx
nakeo, a
i=1
n b
in M Ax;= f x dx
oo, a
i=1
Ejercicio:
1:[0,1]
f(x)=x
P={0,1/4,...,1}
Ax=(1/4-0)

-73 -



MATEMATICAS SUPERIORES

" 1 1 2 1 3 1 . 1 10
_ 4+ _ 4+ _ _+1_ = _
Spf==Aqu=4 4 4 4 4 34 4 16
=
n 1 2 3 1 6
-4+ — _ 4+ _ _ 4+ _ _ = _
Spf= miAx;=0 4 4 4 2 4 4 16
i=1
P'={0,1/8,...,1}
" 36
SPf=Midx=g,
n
28
Sp' f= "il:ilei:64
Spf <Sp f<Sp f<Spf
EJEMPLOS:

1.f(x)=x* [0,1] con P,P’

P={0,1/8,...,1}
" 268
Spof i=:1MiAxi= 512_
140
Spf =, m;Ax; = 512_
P'={0,1/16,...,1}
" 1419
Spf= Il:I%leF 4096
1240
SPIf=mibai= 506
Spf <Sp f<Spf<Spf
2.f(x)=3x°+1
P={0,1/8,...,1}
" 1124
Spf i=:1 M;Ax;= 5?

-74 -



MATEMATICAS SUPERIORES

n

932
Spf i=:1miAx,-=512
P’={0,1/16,...,1}

" 8581
SPf=Milxi= 540

7560

n

SPf=mibxi= 4096

Spf <Sp f<Sp f<Spf

3.f(x)=x’
P={0,1/8,...,1}

1296

Spf= Mibxi= 096

784
Spf = MibXi= 4006
P'={0,1/16,...,1}

n

18496

SPf=Mibxi= ooag
n

1240

SPf= mMibx= gooqg

Spf <Sp f<Sp f<Spf
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Propiedad

Si f(x) es una funcidn definida en el intervalo [a,b] se tiene que:
b a
fxdx=—fxdx
b

a

Ejemplo:

Propiedad

Para toda funcion "f" definida en el intervalo [a,b] se tiene que:

a
fxdx=0

a

Ejercicio:

a
f xdx donde fx =x
0

n
liAr;l_)O f &idx;
i=1
P={0,a/n,2a/n,...na/n}
kt=n kgzziz . k:aznn+1 _ d d4n. 4 d4n_ _a21+ 1
i=1 n i=1 n n i=1 nZ 2 nZ 2 2 le 2
n 2 2 1 &2
- lim— 1+- ==
n-o 2 n 2
EJEMPLOS:

1.Por induccién demostrar

n( n+l +1)
2

a)
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1
. 11+1 1”+ n+1 n+1 +1
== —— = (—)
p , 2 , 2
i=1 i=1
e
n+1 n
n+1 n+1 +1
5 =1+2+3+4+4+- n+1 = i+ n+1
i=1 i=1
nn+1 2n+1
= +
2 2
_n+1 2n+n
2
_n+tl n+l +1 " n41(n+1+1)
2 2

b)n (n+1)(2n+1)

3

VxVN i“= 6
i=1
1 n+1
11+1 21 +1 n+1l n+1 +1 2n+1+1
p 1 == =1«
. 6 . 6
i=1 i=1
;.
n+l n+1
P=1242243%4+ 4+ n+1%= £+ n+12
i=1 i=1
nn+1 2n+
3 1 + n+12
6

_nn+l 2n+n +6 n+12

6
n+1 n+2 2n+3

6

17)1+1 n+l +1(2n+1 + n+l n+1+1 2n+1 +

106

6 i=1
2.Hallar suma superior, suma inferior y la integral de la funcion f(x)=m en el intervalo [a, b]

P={(b-a)/n,2(b-a)/n,...(b-a)}

f(x)=m
b—=a b—a 2 ba b—a nb-a b—a
Sp=m+ + m+ +o+ m
n n n + n n
n
_ (b=a) 2(b—a) (b—a) m-1D)(b-a)Lth=a)
Sp=m n T m+ n Tyt m+t n n
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b— b—
nfSpf= m+ a a
TI; n
n—1Db—-a —
mm%f=m+( )b—0a) (b—a)
n n
comosupSp f #infSp f la i
3.Integrar f(x)=m en [a,b] por sumas de Riman
b
f x dx donde f x =m
¢ n
1Aixr£10 | 1f§iAXi
=
b— 2b— nb—a
P= a a S
n ! n n
b—a b—a mkb—a?2 mb—a? nn+1 mb—a
m k = = 2 1+-—
n n _ n2 = 2 2 n
i=1 i=1 n 2
lim Z—a 1+- = mbz—a
n—-oo n
2 2

4.Integrar f(x)=x en [5, 6] (Suma superior, suma superior refinada, suma inferior, suma inferior
refinada)

P={0,1/8,2/8,...1}

n

356
Spf= (iJ:1+M,-)Axi== 64
n
348
Spf= (iyzcl+mi)Axi== 64
P’={0,1/16,...,1}
" 1416
Sp' f= (.ixzj-Mi)Axi=256
n
1400
Sp‘f=(ifﬂn0Am=256

Spf<Sp f<Sp f<Spf
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1.9 Propiedades Fundamentales de la integral definida.

Propiedad del factor constante

Los factores constantes quedan fuera de la integral definida

b b
cf xdx=c f x dx dondecVR
a a
Propiedad 2
b b b
(fx+gx)dx= fxdx+ gxdx
a a a
Propiedad 3

Si el segmento [a, b] donde a<b y las funciones "f" y "g" satisfacen la condicion:

b b
fx<gx - fxdx< gx dx

a a
Strnpedrémintervalo

Sean m y M valores maximo y minimo de la funcién "f" en el segmento [a, b] y a<=b

b
mb—a< fxdx<Mb-a

a

Demostracion
i)m(b—a)sf:fxdx
i) [2 f x dx < M(b— a)

iii) M y ffuncionesdefinidasen[a,b],a<bh,VxV a,b
mx <f x
b

-mb—a < fxdx
a

My f funciones definidasen [a, b],a < b,VxV a, b

Mx >f x
b
- fxdx<Mb-—a

a
b

-mb—a< fxdx<Mb-a
a
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Propiedad 4
Teorema de la media

Si la funcidén es continua en [a, b] existe en este segmento un punto € tal que:

b

frdx=b—af(¥)

Propiedad 5

Para tres niUmeros arbitrarios a,b,c se verifica que siempre que exista:

b c b
fxdx= fxdx+ fxdx
a c

a

Teorema fundamental del calculo

Si "f" es continua es [a, b], luego la funcién "g
X

gx = ftd donka<x<b

a
Es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b), entonces

g x = f
Ejemplo:
Derivar la siguiente funcion:
1) gx=["}+c2dt
g x=1+ x?
d x4 d
2) _dflsec t dt: a&ﬂédnht:f
A Cdt du du 13 .
=—  sec — =secu— =4x° secx
dt dx dx

Segundo teorema fundamental del calculo

Suponga que "f" es continua sobre el intervalo [a, b], si

b
fxdx=Fb—F(a)

Donde F'=f
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1 0 1
fxdvaf =_—_=_
4 4 4
0 4,
Ejemplo:
5 5 5
6dx=6 dx=6x_,=65— —2 =42
2 1 22 1 1 1
9 1 4 2 9
1+_u— _wdu= 1ldu+ u*du— uwdu_
0 2 5 0 0 2 0 5
101
1 1w 2u 1 2
- - — =14 _——-_
= xo+
725 510, 10 50
EJEMPLOS:
1.Evaluar
a)
1 95 1 9/5 1
X 5
.ﬁb 9 = = __
0 et 9 9
5 0 0
b)
Yy —1 9 1 1 9 4 9
—dx= x2—% = x2—x 2
1 X 1 1 1
3 9 19
x X2
=3 T L
2 1 9 2 1
2 x> 9
= - 2 x
3 1
54 1 40
= —4=__
3 3
c)
_3 3
2
dt=6 dt
_ 1-t T 1—-t¢
2 2
3
=6 sin"1t,?
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d)

f)

2. Encontrar la derivada

a)

b)

d)

2 2 2
4+u?_udu= 4u—3+ u‘%du

1 1
-2 2
=4— 4 lnu%
3 1

§+(ln2—ln1)

10, 1
10*dx =

0 In 10 0
10 1

In10 In10

gr= x*+4dx

gx=r2+4
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1 —

d _
— cos tdt=—cosx
d‘x

2
3SiFx =[[ft dt dmfp =[ =ty alleF7(2)

Xt
Fx = _ du
1 1 u
x 1+
Fx=—t8—
1
t
. 1+
F'x= e
X J—
Fre= 132875
5 2 24
" 25 1+s _Zx 1+ «x
->F x= S X2
8 1T+ 256
> F"x= = 257
Teorema
Si n es un numero racional:
Xn+1
- xtdx = _+cconn# -1
n+1
Ejemplo:
_ 1 1
xx+ dx= xxdx+ x dx
3 X 1 X
=x2dx +x 2dx
5
2X2 _
= _ +2
5 + X+ ¢
Teorema
sinxdx=—cosx+c
cosxdx=sinx+c
sec’xdx=tanx + ¢
csc? xdx =—cotx+c
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Ejemplo:

EJEMPLOS:

a)

secxtanxdx =secx +c

cscxcotxdx=—cscx+c

2 cot x — 3 sin?
X dx

sin x
=2 cotxcscx—3 sinx

=—-2cscx+3cosx+c

3secxtan x — 5 csc?x dx

=3 secxtanxdx — 5 csc?x dx

=3secx+5cotx+c

tan?x + cot’x + 4 dx = tan’x dx + cot?xdx + 4 dx
sec’x —1dx+ csc?x—1dx+ 4x

sec?xdx — dx+ csc?x— dx+ 4x

=tanx—cotx+2x+c

b)

Yy 4
y4+2y—1 4 y 1
— dy = Zelly+2 dy— —dy
y y y y
297 4y -
= 9 + 9 -2 y+c
1
3x+3—_dx
x
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1 1

=3 x2 dx+ x 3dx

6x5 3%
= +—+c¢
3 2

3 tan 6 — 4 cos? tan cos? 6

cos 6

cos @ cos
0

=3 tanfsecOdO —4 cosOdo

=3secHd —4sinf +c
4.-A(x)=x| y
1
-x* x<0
2
Fix)=< 1
¥ x>0
2
Demostrar que F es anti derivada de f en (-o0,o0)

Sea F continua en el intervalo (-eo,2°), entonces F’ es continua en (-o°,0)

. -  x<0
F(x)=
X x>0
Por definicién f(x)=|x|
-  x<0
f(x)=
X x>0

> fx=F x= F(x)dx
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Regla de la cadena

Sea g una funcidn diferenciable y sea el contra dominio de g algun intervalo I. Suponga que f es
una funcidn definida en | y que F es una anti derivada de f.

sfgx[g(x)dx]=Fgx+c
Teorema

Si g es una funcidn diferenciable y n es un numero racional

, [g(®)] n+1
~{g 9= ——+ ¢ ann¥-1
n+1
Ejemplo:
1 2 3x+2
3x+ 4 dx= 3 3x+4 3= 3
9
Donde f u = u
Ygx =3x+4—>g'x =3
EJEMPLOS:
Encontrar anti derivada
a)
3 1, K e T—
3 4
b)
t 1
dt= tx* dt
t+3 t+ 3

Siu=t+3yt=u-—3
u—3 u
- = du=3 du —

u u u

= udu—3 du—

u
21
= —6 udu siu=t+3
2 t+33 _
3 -6 t+3+c
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X X X
sin—dx=3sin —dx=—-3cos—
3 3 3
d)
O %3
situirmmmlzx?’—m:Sfys:t&?, ~ 1 s L
- —ut u+3du=2 3 s—3"sd= 3 s=3eds ~
1 5 1
=_suds— suds  ~
3
4*57 455
27 5
Pavanmos=u+3yu=x
4*s7 437 4" x343 4" X F3°
5 _ S
9 s = 5
27
Propiedades
Uu
W du = n+1 te
n+1
du _
——= u+c
2 u

a*lnadu=a*+c

etdu = e+ ¢

du
—=lnu+c
u
du u
= arcsin— 4 ¢
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TECNICAS DE INTEGRACION

2.1 Integracién por partes.

Si derivamos u*v

su*xv' =uv+uv

’ ! 4
SU*V = UvV+ uv
suxv=duV+ udu

s>udv=uxv— Vdu

Ejemplo:
2k
siu=x->du=dx
dv=e* »v=¢"
- xe*dx = xe*¥— e*dx
= xe¥—¢e* +c
y
2 x
dx= x dx
1+ x2 1+ x2
Siu=x- di=dx
X
dr= —=mp=1+x2
1+ x2

=x1+x2— 1+ x2dx

2 TFx23

=x1+x——-—-——+¢
3

-88-
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du
u2— g2
1 A + B
_) =
u’— a? u— u+a

a
- Au+a+Bu—a

- Au + Aa + Bu — Ba
-uA+B +aA—-— B
A+B=0-A= —-B

aA—B =
1
-a—b=_—
a
1 1
A %P7
1 1 N 1
2a 2a _
e + = -
u—a u+a 2a u-—a 2a
1 1

= ﬁln(u—a)— z—aln(u +a)+c

3x+ 2

x2—9x+8 x
1 A B

x2—9x+8 x—8+x—1
-Ax—1 +Bx—8
=Ax—A+ Bx—8B
=xA+B —A—8B

u+a

A+B=3
—A—-8B=2
—-7B=5
-B=—_
21+5 26
7 ;_726 5
3x+2 _ -
dx= < dx+ <z
x2—9x+8 x—8 x—1

261( 8) 51( D
= —1Inx — ——In(x —
7 7

-89-
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2.3 Método de sustitucion trigonométrica.

1+ z2

N

N R

] X X
sin x = 2 sin—cos —

x
tan— =z — =angtan z
2 2

e=ne
2dz

1+ z2

2.4 Teorema del valor medio paraintegrales.

Si la funcién "f" es continua en el intervalo [a,b] entonces existe un elemento que pertenece a
[a,b]

b
JaV a,b talque f(x)dx=f a (b—a)
a
Ejemplo:

Encontrar "a" tal que la integral desde 1 hasta 3 de f(x)=f(x)(3-1), donde f(x)=x

w
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26
- xgdxz

Definicion

Si la funcién "f" es integrable en el intervalo [a,b] el valor medio de "f" e [a,b] es:

ffx dx
b—a
Ejemplo:
Encontrar el valor medio de:
3
f x dx donde f «x = x?
! 26
[ #ax = 26
1 _ 3 _
2 2 6
2.5 Integrales impropias.
Si "f" es continua para toda x>a
Vx>a
) b
- fxdx=lim fxdx
a ] booo
Gify
Definicion
Si "f" es continua:
Vx<b
b b
- fx dx=1im fxdx
—» a»—0 o
Gl

Definicién
Si f es continua para todos los valores X y C, C es cualquier nimero real, entonces:

0 c b
fxdx=1lim fxdx+lim fxdx

—o a-—o , b—o c

Ejemplo:
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b
e *dx=Ilim e *dx
b—>°00

[ee)

0
b b —b -0 —b
—lime™dx=—e*y=—e +e =1-e
b—- 0
—>lim1—e?=1
b—oo
2 dx | 2
o 4 —x 2 a—1>1;noo a 4-—x2dx
2 1 2 1 1
—_ —_— -l'—
BT A S R
_ 1 1 1
- lim ——+ =——
a—»— 2 4—a 2
2.6 Teorema de lacomparacion.
Considere que f y g son funciones continuas con:
fx=>2gx=>0parax=>a
a)sSi
femape> @deconvergente
a a
b) Si
b b
fodedapt> gdediver gente
Ejemplo:
“14+e* ) o
d= lat T ldx
1 x 1 1 X
“1
a0 —
1 X 1
mﬂ>_—>1+e"‘>1—>e"‘>0
X X
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Teorema

®1
1 XP

Converge si P>1

Diverge si P<=1
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SUCESIONES Y SERIES BLOQUE 111

3.1 SUCESIONES.
Una sucesién es una funcién de f:N -> R
Ejemplo:

fn=2nconnVN

Birecddnetxtisucesion
f1=2

f2 =4

f3 =6

f4 =8

f5 =10

3.1.1 Limite de una sucesion.
liman=1L

n—coo

Ve>03aN>O0talquen>N-an—L<e

La siguiente sucesion converge

Demostracion

n 1_ 2n—2n-1 -1
2ntl 2 2 Zn+ 1 22n+1 °°
1 =
> _<22n+1
£
1
> _<2n+1
2¢€
1
-»_—-1<2n
£
11
-—- ——1 <
2 & n

Teorema

Si una sucesion {an} cuando tiene un limite se dice que es convergente (y debe ser Gnico) y {an}
converge a ese limite.
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Si la sucesidén no converge decimos que la sucesion diverge.

Ejemplo:
4n?

2n? +1
2
llm 4n _
now 2n2 4+ 1

-2 2

Demostracion
P+ 1 24l o f

AP —4n>—2
2= e

——<n
2
3.1.2 Sucesiones monétonas y acotadas.

Una sucesidn {an} se dice que:

i) Es creciente si an< ans1 paratoda n

ii) Es decreciente si an> an+1 para todan

Una sucesidon es mondétona cuando es creciente o decreciente.

Ejemplo:
n

2n+1
n <n+1

2n+1 2n+3
-2n2+3n<2n®+3n+1

-0<1

It

—
i
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3.2 SERIES.

Sea {an} una sucesién, una serie es la suma de los elementos de esa sucesion.

[ee]

n=1

Si tenemos la siguiente sucesion: {an}

1
an =2n—1
Encontrar la notacién de la serie y las sumas dadas:
S1 =1
1
Sp=1+_
15 2
SO
1
n=12n—1
Ejemplo:
71 1 11 1 11
nn+1 _1Tl n+1 2 2 3 n n+1
1 _n+11— n 1
T n+ = n+ 147
1 n+1 1 n
1
- lim =1
noo 41

Seala 5 _;an unaserie infinitay sea {Sn} una sucesién de sumas parciales:
- lim S,

n—oo

Existe y es igual a "S", decimos que la serie es convergente y la suma de la serie es "S", cuando no
existe el limite entonces decimos que diverge.

Teorema

Silaserie —;an, converge

- ap=lima,=0
n—oo
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Sea {Ss} unasucesion de sumas parciales para una serieconvergente 5 _; a,=L
-Ve>03Ntalque Sy —St<e=>R>NAT>N
Teorema

La serie geométrica converge a la suma:

a
1—r

Sr<briagel
La serie geométrica es de la forma:
a1 +a ™+t ay
Teorema

. [0e] oo . . . ore . .
Si  ,=1an Y n=1bn soninfinitas que solamente difieren en los m primeros terminos, es
decir ax=bm con kzm

n+4 5 6
Como vemos solo difieren de los primeros m términos.

Teorema

Si "c" es una constante diferente de cero:

) a, SOEERSINES-T-oapsaES
n=1 n=1
) gy~ gdep

n=1 n=1
Teorema
Si:

@y by aergenaSyR—at+ b=S+R
n=1 n=1 n=1 n=1
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Teorema
Si
[ee] [oe] o0 o0
G omplee b, diverge— an+b,—diverge
n=1 n=1 n=1 n=1
Teorema

Una serie infinita en términos positivos es convergente si y solo si su sucesién de sumas parciales
tiene una cota superior.

1
%—n-1 Gl sorii o ot
n=1

[oe]

1
_)— .
ol converge
n=1

3.2.1 Teorema de la comparacion.

Sealaserie %_; a, una serie de términos positivos:

[0¢]

- an converge
n=1

W, B

[0¢]

- ay diverge

n=1

Teorema

Sean

an y Vp
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series con términos positivos:

i) Si
lim &
— =O-wmhmmegunhzli
. ivergen
ii) Si
. an (o) [ee]
n_)lo{)mvn =0y - Voup-> ¢ converge
n=1 n=1
Ejemplo:
g
. 3" +
AR n 3n
4
g ) 4
ljm 3't1 = lim = lim =1>0
noo 4 n-wo  4(3" 4+ 1) noeo (3" + 1)
311
Teorema
Si
an
n=1

es una serie convergente en términos positivos sus términos se pueden agrupar y que la serie
resultante también sea convergente y tendra la misma suma que la serie dada.

Teorema

Si la sumatoria

n=1

es convergente en términos positivos, el orden de los términos se puede modificar y la serie
resultante sera convergente y tendra la misma suma que la serie original.
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3.2.2 Teorema (Prueba de la integral).

Si "f" es continua, decreciente y de valores positivos, x > 1

(e )
- fn=f1+f2 +-+fn+--
n=1
Es convergente si:
i)
® existe
1
i) Si
b
I foybeoo—ciage
b—oo 1
Ejemplo:
[o¢]
xe™ (e
n=1
b b
- lim xe *dx=lim—e*x+ 1,
b—oo b—oo
=lim—e?h+1 ——e11+1
b—oo
. b+ 1+1
= lim 1 + lim ——
b—-o0 b—oo é
—eb
Al il
. b, : 1 . 2 2
- lim xe ™ dx = lim +lim . =_.Gm
b—»ool b-o0 —eb b—oo 91 e
Propiedad
Si
an
n=1
es absolutamente convergente entonces:
[ee) 0]
an, < an
n=1 n=1
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3.2.3 Prueba de la razon.

a, ,a, *0

n=1
i) Si
) a+1
lim v S<l-emnmetconver gente
n—-oo
i) Si
1 1
lim %L~ > 1 olim %
n—-oo h n-oo G
iii) Si
. a+1
lim —— 4
n—-oo h
3.2.4 Prueba de la raiz.
Sea
a, #0
n=1
i) Si
Im" a=L<T—esabsolutamenteconver gente
n—oo
i) Si
Imy, a =L>1-dierge
n—oo
iii) Si
I a =pekiaecriterio
n—oo
Ejemplo:
a)
32n+1
_1n
2
n=1 n=t
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2n+1
. n 3
- lim 1"
N0 n2n
32n+1
= 1nn
n—o nin
[ 1
n 32l 2+
= lim 3 2"
n—-oo len—) n

1

a2+
- lim 3 —0-Egplummeneconver gente
n—-oo Tg

b)

- lim—
n—oo Inn+1 ™

n 1

= lim _
nbo lnnm+1 "
. 1
= lim =0-Exmloretconver gente
noolnn+ 1
3.2.5 Series Alternantes.
Si
an>0vnVZ*t
[ee)
- —1 *tlg, sellamaseriealternante
n=1
Teorema
Una serie
-1 n+1 an
n=1
donde

>0y a1 <a,vnVZ ylima,=0- Laserieconverge

n—oo
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Ejemplo:
-1 n+1 .
n
n=1
i)
1
->0
n
ii)
1 1
< — —nH Rttt
n+1l n

iii)

.1 .
lim _ =0Pabtontolaserieconver ge

now N
3.2.6 Criterio de Convergencia.
Sea
Qn

una sucesion creciente, sea D una cota superior de esta sucesion

i
Ejemplo:
27’1.
nl
zl_j-;ir n! 2ntl ontl 2
= = Hndecrece

" 2n+41! 2"n+1 n+1l
n!
n

hapin 2~

n-o n!
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EJERCICIOS DEL TEMA II: CALCULO INTEGRAL

1.
e =% +c
2.
sin x — cos x
sin x + cos x
Siu=sinx+ cosx > du=cos x —sinx
sin x — cos x 1
- —ax=— —du
sin x + cos x u
=—lnu
=—]n sinx —cos x
3.
x3Inx dx
] 1
Siu=lnx->du= —
xx
4
Sidv=x3 nv="_
4
X 4
- XInxdx = Inx_ 1x3dx
. 4 4
=x lnx_ﬁ
4 16
4.
—x d
x4+ 272 X
X 2
- = 1-
x+2 2 x+2
X 2
+22dx= 1dx—x+2dx
Siu=x+2-du=dx
X 1
—>x+22dx= 1dx — 2 udx=x—21nx+2
5.
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1+1In
x X
xInx 1
Siu=lnx->du= —
X
T+Inx =+
A — du
xInx u1
Sis=1+u—-du=
2 14+u
T+u S S
- du=2 ds=2 —_—d
u 21 s+1 s—1°
Iogic 5
4 4
s+1 s-—-1
—-As—A+Bs+B=s
A+B=1
—A+B=0
1 1
2B=1->B=_ yA=_
2 2
1 1
S Z Vi
-2 1 S_lds=2 S+1+S_1ds=1ns+1 4+Ins—1
- ——  dx=In 14+ Inx+1 +In 14+ Ilnx -1

xInx

tan3 x sec* x dx

Siu=tan x — du = sec®x

Yseclx=tan’x+ x

- tandxsectxdx= wdul+1du= v>+uddu

6 4

us
S tandxsectxdy=_ Lut_ @nx" tanx
6 4 6 4
Y e ad d
S VA S
X2+ 3x+2 x+2 x+1
o 5
4 5
x+2 x+1
> Ax+A+Bx+2B=x
A+B=1
A+2B=0

->B=-1y A= 2
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x 2 -1
> — +
X +3x+2 dx x + x + dx
2 1
=2Inx+2 —Inx+1
8.
BH+x+1
X2 +ax
5iu=x4+2x2+4x—>1du=4x3+x+1
N idF llnuz_lnx4+2x2+4x
4 u 4 4
9.
cos 3x cos 5x dx
1 1
Comoasacos b = Ecosa—b+ Ecos a+b
1 1
— ¢os 3x cos 5x de= 3 cos 2x dct+ > cos 8x dx
Siu=2x->du=2
1
- cos3xcosbxde= — cosua.’u+E cos 8x dx
Siv=8x—>dv=28
1 1 4
— sinu — cosvdv
— c0s 3x cos 5x de= 3 16
‘11 1 1 1
3 5x dv= sinu —sinu= sin2x _—sin8x
— co0s 3x cos 5x 3 e 3 T
4 4
10.
tan? 4x dx
Siu=4x->du=4
- tan’4xdx = tanudu
4 1
- tan®4xdx= _tanu—u = tan4dx—4x
4 4
11.
cos ¥ df =sind
12.
e* dx
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1
2

Siu= x—>du=

x|

- e¥dx=2eudu
Sir=u->dr=du

Sids=é*—s=é*

- e¥dx=2e u— etdu=2e u—e*

- e¥dx=2e* x—e”*

13.
— sin x cos cos x dx
Siu=cosx—>du=—-—sinx
— sinxcoscosxdx=— cosu du=—sinu= —sincos x
14.
x +sinx?dx = x*+ 2xsin x + sin? x dx
— x+sinx?dx= x*dx+ 2xsinxdx + sin®x dx
1
COmo sin?x = _1 — cos 2x
2 1 1
S>x+sinx?dx=x%dx+2xsinxdx+ 1dx—_ cos2xdx
2 2
2 1 1
=_"_2xcosx+cosxdet+ — ld— — cos2xdx
3 2 2
b4 1 1
=——2xcosx+sinx +-X—-—=SInXx
3 2 4
15.
1+ cos?x 14+ 1-—sin?x 3 2 — sin? 4
1—cos?x 1— 1—sin®x x x
2 sinZ x
= Si—nrxdx—ldxz—ZCOtx—x
16.
7 2 di
B 4—x2dx=4—uudu u=x2 -  _=xk
0 2 2
1 2 -
==s5s—4 ( 5)2 s=4—u - d=—du
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1 2 3 B
=_s2—4sds
2
5 3
s 452
5 3
1 5 4_ 3
=_4-222— _4-222- =16
5 3
17.
1
x4 —xtdx = = (@G—updu u=x? - 5 =k
3
2 4—x%*7
= +c
6
18.
2 1 2 du
3 u _
x d= _ _______ & u=x*> - =d
0 x*+4 290 u+4 2
1 2 - 1
=_u(u+4) +dx- s=u+4 - dd=d
2
2.
—1r—4r_2 -
2
5
2(2+4) - .
= - -2x*+4 = -—2 8+c
19.
3
1 2x*+12 _2 4 2
x2+1de= = - =
0 3 3 3
x% — a? @ticos u
) dx = 7 du
x a
L
xX=asecu =7 uasu s=at)
1
dx=atanu secu du =— s%ds ds = cosifu)
a
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3
s
P—d = dsecu—daé=-- =>
3a
3
. Xtz
..=atan u =
3a2x?
X
u = sec i )
a
20.
dx 1 16cosifu)
Y =- —du
x%216x%—9 4 9
3secifu) 4
x= =_cosu du
4
3 4sen(u)
d= —tanu secu du =
4 9
T6x2=9
16x%2—9= 9sec?y —9="--- = _16x79
9x
..=3tan u
4x
d=e{ )
3
21.
3 11
dx =5 (= —_cosif2u))du
5—x? 2 2
_ 1 5
x= 5sen(y)) =5 Edt_ > cos(s)ds
- Su ]
dx = 5cosudu = 2
5 x
5—x2= 5—5senf(w)="- = Esen_1 — —x5-x2
5
.. = 5cosfifk)
x
u = sec”1()
5
22.
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X
—

5!
(x%+ 4)z

23.

(4x2 — 25)2

24,
dx

_

(x%+ 4x + 8)2

25.

dx
—
(5—4x —x2)2

26.
e’t—9

= (x24+4)2dx

= (4x%— 25)

1
4x%— 2572

. =

Tak

(4x2—25)

1

(x> +4x+8)

1
x*+4x+ 82

1

=2(x*+4x +8)2+ ¢

N =

2

5 = s+ cC
2 3(5—4x—x%)2

e’t—9dt

3 3
(e?t—9)2 3 2(e?t—9)7 N

3
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27.-Evalta cada una de estas integrales.
s
JEsin?3xdx  — u=3x *du=3dx

1 o5 : 1 1
~ [2sin® udu - como la [ sinudu = _u — _sen2u + ¢
370 2 4

Entonces tenemos que u=3x
1 o 11 1

_(2sen‘udu=_ _3x——_ 2
310 3 5 4sen2 3x |0]

o

Entonces como sen0=0y sen3m=0

= d@ M- 1_5en2(3 ‘I)) —(1_3(0) - 1_sen2(3)(0)]
3 2 2 4

= (3 11) — isen31T] _ (3 _)]

3 4 4 = 12 = 4
2B e+t
Entoncescomo COSZX = Cosx2 'a‘f’x=lcm3
U=CoS X v=tan X
[+ tardab=+rdu=[v+ [ vdu
3 4 cosx 3 4
. 1. —COMmOo u=cos X * v=tan x — w +c
=3ty 3 Tt 4

29.- jgcosz xdx tomamosa U=COS Y f gu):u"z

/A

=

T bl jii cos 3
[2u?x dx ="2°  cosx, 3 0 g 1
3 0 — 3 70 3 3 — 3 3
7
24
Il T .
30.- [sex(x+)—u="+x yfu =su —
6 6

3

[ok + g)=fsen(u)=—cosuﬁa U=-4yx
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T
=—C0S X+_ +cC
6

31.- [cos’xdx= Aplicamos propiedadestrigonométricas cos?x ="cos2x +
2

[ cos?xdx = [ “cos 2x + “dxAhora aplicamos propiedades de las integrales.
2

2
= [(*dx+" [ cosi(2x)dx Tenemos que u=2x fu=wmsu -
1 2 2 1 sinifu) x 1

X
_ [cosudu+ [ —d= +-=—_+-sin 2x +c
4 2 4 2 2 4

32.- f sen’xdx= Aplicamos fomulade las integral
Jertde=—"0—"— " (et
3

n
Integramos [senx dx= -cosx

1. 2 1. 2
—>  [sen’xdx=—"sin’x+" [ sen x xd =—"sin’x —" ax+c

3 3 3 3

7.- [ sinx cos® x dx = podemos simplificar la integral.

[ sirtxoosed= [ serte(servans®) Usamospropededestigonometricas

sen?X =1 —cos? x

— [ senxcos? x(1 — cos? x) = entonces tomamos como u=cosx y du=-senx

= [18 112 du=—[@f —u)du= [1i'du—[12du

entonces integ ramos

5 3 .
__ U U+ Csustituimos u= cosx
- 5 3

_____ 3Xx
cos oSy cos +cC

- 5 3
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33.[ xsin® x% dx =

byt i w2y
du=2x

. 1 . .
- [ x sin®*x?dx = ~[ sen®x — ahora podemos integrar aplicando la formula
2

—[sate="—"2—serBranse =" 2—serPxoosc-Hc
2 2 3

6

[ of xoscx de = [ x o uiizamos propiedades de
trigonometricas y tenemos que csc?x = 1 + cot® x entonces

[ cot® x csc®x 2dx = [ cot® x(1+ cot? x)"2 =

—f cot’ x + 2 cot® x + cot’ x)dx = [ cot’/ x dx + 2 [ cot x dx + [ cot® x dx

Aplicamos formula donde a la integrales entonces:

1
—2 [ cot®x = —~cot* x + cot? x + 2logiflsenx) + ¢
2
1
— [ cot® x dx = — ~csc? x — logifisenx) + ¢
2 4 2
— [ cot” x dx = — Tescd x + FEEIEE oo cenx + ¢

6 4 2

— Sumamos las antiderivadas .
— [ cot3xcsctx dx = (— _cot* x + cot? x + 2logifisenx)) + (— csc’x —
2 2

Wi —lastrishd-3c22teon)

1 CcSC4 2X
= _ C0t6 X — X 3cse +C
6 4 T 2
35.-[ sen*xcos’xdx porpropiedadestrigonométricastenemos que cosx = 1 —
sen’x
—fataddeatctatc—atcat =
[ sen’x dx — [ sen*x dx — sustituimos a u=senx
3 4
—[1du— [y ="——" COMO U =senx
3 4
. sen J? sen X4
—la integral -

3 4
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36.-[sec®xdx=  aplicamos formulaquees:
1 n2
[secudu= __tmusu+ = [secudu
n—1 n—1
1 _ 6-2 _
—[secxdx= __tan x sec®?* u + " [ sec®%xdx
6—1 6-1

1 4
—[sec® xdx =_ tanxsec* x +_ [ sectxdx
5 5

4 41
La integral de Ef sec* xk= : (31'cmxseczx+fsac2xcbc)

. 11
Laintegral de [ sec’xdx = _x — _sen2x +c
2 4

1 41 11
—[secoxdx="tanxsec*+  _ _tanxsec’x + _x—_gk)
5 '3

5 2" 4
6 1 4 4 24 4
— [ sec®xdx="tanxsec*+ __tanxsec*x — _aix + _x+c
5 15 20 10

37- [ X (X?—1)"99 dx
= [ X (2X)"99 dx=[ (2X)*100 dx= 2 [ (X)*100 dx

=2 [X*/101]+C

XZ
2+X3

38.- dx= U=2+X> du=3X*dx

S Ipu?= Z2FsEC
3 u 3 3

39- [ sendx dx u=4x du= 4dx
1 1 1
= - [enudu = - [cosu] =-cos 4x + ¢
4 4 4
dx
40.- pri2 u=2x+1 du=2dx
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1 _ 1 - -
=5 Jmz=AuT= = C
x+3 2
41- [T o odx= usx+6x  du=2x+6dx
1 di _1_ -1 : : -1
SR S Bl v Bl  Peorr RS

42.- [secaftanaf df  u=al du=adf

=tanudu+c=tanaf + ¢

43.- [ 2x+1 (x*+x+1)3dx u=x+x+1 du=2x+1dx

1 (2+x+1)t (x 2+ x+1)*
= faddu=" 2 2[%]=5[ e —— ¢

84-[ 31— x*)dx u=1-x*  du=4x’du

+C

45.- [x—1dx=  u=x-1 du=dx

3 3
2u2 _ 2 (X—l)z_

=[ wdi=[wdu="
3 3

+C

46.-[*1—xdx=  u=1-x du=-dx
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47.- [ x (x*+1)3%dx  u=x"+1 du=2xdx

1 1 2u>? 241y 2
=lfudzay= LR ]=(x ¥ ‘e

2 2 5 5
48.- [ x3 2+ x*dx= u=2+x" du=4x’dx

:lf U du= ifulZdU,:l_[. 2%3 (2+x—4)32]+c
4 4 4 = 6

3

2

49.-f(t+1)6d= u=t+1 du=du
o[ oy e —
W)t _5] = gyub tc
1
50.-f oo &= u=1-3t du=-3dt
-1 —1u73 -1 -1 1
:?u u_4=: 3 fu du 3 [_3] 3[3u3]: 3(1—3t)3 c

51-° 3=Sydy=](3—Sy)pdy=_ Ju Sdu=
5

5
-1 5 65]= —u65__ (3:57)6_

+C

5 6 6 6
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52- [ sec” 30 df= u=30 du=3d6

1 1
gfﬂile ;[tan ul+cs= tan:G +c

x2 =1 -1

53.- [ — d=[x(1—xpcbe=[(¢* —20) 2

1—x

1 S S
2(x* —x°) 2=2 x* —x>=2x* 1-—x+c

% £ axl — Prbe u=1+  du=-2¢%dt

-1 —sen u —sa(1+t3)
=— [cosu du= = +c
2 2 2

55.- [ == Xdx=  u= X duz —dx=

x 2 x

2[ cosudu=2senu=2sen x+c

56.- [ —=X _dx= u=ax®+ 2bx +c du=2ax+2bdx
ax “+ 2bx+c

d 1 _ !
f%: f—adu:[fu 1Zdn]=2u 2=2 ax® + 2bx + c +c
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57- [ aos (7— 3X) cb= u=7-3x  f(x)= cos u g(x)=7-3x g’(x)=-3dx

[fgx (g x= - f_g.os 7 —3x —3dx = [sen_3(_7-3x)]

58.- [ sen (2x + 3)dx= u=2x+3 f(X)=senu g(x)= 2x +3 g’(x)=2dx

[fgx (gx= 1f se? 2x + 3 (2dx) = "l -cos(2)21+3) ]

59.- [

;C & u=x%+1 du= 2xdx
+

1

X

1,du 1 1
~f—=- 1, 12u 2]=x2+1
2 uu -2

2

60.- [xedx= wd du=t
2

1r 4 1 eX
_le*du=" _ —
| - = 2

2

oy tsg x5 gxz=[sx 5=
61. fox _g_dx [T] :

62.- fgx_ldx=fx—91 (x)de=1f xe—x

1 x 1

54 1 53 41
= l-e2=2-4="
3 3 3 3

=

—12 dx:[ 2x3 2 ]9

1 3



MATEMATICAS SUPERIORES

2u'2)=-6 T=r*1’a%)=-6 1—°+6 1— _
1 2 2

= (6) ( -

64.- f”ﬂzdu=f24u3+u1du=4 _ 1+
1y 1 2 1
3
2 i 1+an 2+l 3
St = = = — 2
1® 1 2 2

65.- " ¢flu=¢H!  _ =g—d=d—1

66.-[ 10%dx="_*1' g 1 9

0 In10 in10 in10 h10

0
67.- [e*(1+e9)dx= u=1+¢*  du=é* dx
6B [t x+atx+ 4 dc =

=  ubd+t add+4

=tanx—x—cotx—x+4x+ C

=X+tox—ax+C

-119 -



MATEMATICAS SUPERIORES

-120-



MATEMATICAS SUPERIORES

4
Y42y 1 7 3
= " dy=y 242y 2—y—12dy
, (y)42
= 92).|__ y>2 —2yl24(C
(r9 5
70.-[ *x+ _dx
3%
-1
= x 3+x 3dx
=3_x43+3x23+6
4 2
TG+ 200 8 +1de u=x*+x  du=4x® + Ldx
¢ “ (evaluado de cero a uno) =[ 0% -0 =1
fudu= T_ _
0 6 6 6 6
72.- fiixz dc=  u=x’—x  du=3x*-1dx
2 x3—x

3
/=
25
2)=(In25-In5)=In =

73.

@ —In u](evaluadode 2 a3)=In (x*—x)=(In27-1n3)-(In8—1In

sen”6(x) dx

escribamosla como:
[ (sen®x)® dx =

apliquemos la férmula para la reduccion del exponente sen20 = *1 - cos(20)+ /2:

[,*1-cos(2x)] /2 dx =
(desarrollando el cubo)
[,*1 - 3cos(2x) + 3cos?(2x) - cos3(2x)] /8} dx =

ademas apliquemos la férmula para la reduccién del exponente cos?0 =
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*1 + cos(20)+ /2:

[,,1-3cos(2x) + 3{{1 + cos[2(2x)]} /2} - cos®(2x)} /8} dx =

[,,*2-6c0s(2x) + 3 + 3cos(4x) - 2cos3(2x)] /2} /8} dx =

[,*5 - 6¢cos(2x) + 3cos(4x) - 2cos®(2x)] /16} dx =

(distribuyendo y simplificando)

[ *(5/16) - (6/16)cos(2x) + (3/16)cos(4x) - (2/16)cos3(2x)] dx =

[ *(5/16) - (3/8)cos(2x) + (3/16)cos(4x) - (1/8)cos3(2x)] dx =

partamos la integral llevando fuera las constantes:

(5/16) [ dx - (3/8) [ cos(2x) dx + (3/16) [ cos(4x) dx - (1/8) [ cos3(2x) dx =
(5/16)x - (3/8) (1/2)sen(2x) + (3/16) (1/4)sen(4x) - (1/8) [ cos3(2x) dx =
(5/16)x - (3/16)sen(2x) + (3/64)sen(4x) - (1/8) | cos3(2x) dx (#)
escribamos la restante integral como:

[ cos?(2x) cos(2x) dx =

reemplacemos cos?(2x) con 1 - sen?(2x):

[ *1 - sen?(2x)] cos(2x) dx =

(desarrollando)

[ *cos(2x) - sen?(2x) cos(2x)] dx =

(partiendo en dos integrales)

[ cos(2x) dx - [ sen?(2x) cos(2x) dx =

(1/2)sen(2x) - [ sen?(2x) cos(2x) dx =

dividamos y multipliquemos la restante integral por 2 para obtener 2cos(2x) dx que es la
diferencial de sen(2x):

(1/2)sen(2x) - (1/2) | sen?(2x) 2cos(2x) dx =

(1/2)sen(2x) - (1/2) [ sen?(2x) d*sen(2x)+ =

(1/2)sen(2x) - (1/2) [1/(2+1)] [sen(2x)]*(2+1) + C =

(1/2)sen(2x) - (1/2)(1/3)sen3(2x) + C =

(1/2)sen(2x) - (1/6)sen3(2x) + C

insertemos este resultado en la expresidn anterior (#), obteniendo:
(5/16)x - (3/16)sen(2x) + (3/64)sen(4x) - (1/8) [ cos3(2x) dx = (5/16)x - (3/16)sen(2x) +
(3/64)sen(4x) - (1/8) [(1/2)sen(2x) - (1/6)sen3(2x)] + C =

(5/16)x - (3/16)sen(2x) + (3/64)sen(4x) - (1/16)sen(2x) + (1/48)sen3(2x) + C =
(5/16)x - (4/16)sen(2x) + (3/64)sen(4x) + (1/48)sen3(2x) + C

luego concluyendo con:

[ sen6(x) dx = (5/16)x - (1/4)sen(2x) + (3/64)sen(4x) + (1/48)sen3(2x) + C

74.

cot"5x(sen”3x)

Recordemos que [ udv =uv - [ vdu
Vamos a ver la integral de esta manera: [ sen”5 x * cos x * cos"2 x dx
Y tomaremos a dv = sen”5 x * cos x dx, y a u = cos”2 x
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Asi, v = (sen”6 x)/6, y du = -2cos x * sen x dx

Y asi, s6lo acomodamos la integral:

cos"2 x * (sen”6 x)/6 + [ (sen™6 x)/6 * 2cos x * senx dx
cos"2 x * (sen™6 x)/6 + 1/3 [ sen”6 x * cos x * senx dx
cos™2 x * (sen”6 x)/6 + 1/3 [ sen”7 x * cos x dx

Y resolvemos la Ultima integral, que sale casi directa:
cos"2 x * (sen™6 x)/6 + 1/3 (sen*8 x)/8

75.

| cot?(x) sin®(x) o x =

;l (20 cos(2 x) + cos(d x) — 45) csc(x)

“

76.

tan®x secx dx

recordemos la identidad tan?x = sec®x - 1:

[ tan®x secx dx = [ (sec?x - 1) secx dx

desarrollemos y luego partamos la integral en el segundo miembro:
[ tan®x secx dx = [ (secx sec?x - secx) dx

[ tan®x secx dx = [ secx secx dx - [ secx dx

ahora integremos [ secx sec?x dx por partes, asumiendo:

secx dx=dv > tanx=v

secx = U - tanx secx dx = du

obteniendo:

Judv=vu-Jvdu

[ tan®x secx dx = *tanx secx - [ tanx (tanx secx) dx+ - [ secx dx
[ tan2x secx dx = tanx secx - [ tan?x secx dx - [ secx dx

nota que obtenemos la misma integral en ambos miembros, luego recojamosla en el primer
miembro y resolvamos:

[ tan®x secx dx + [ tan®x secx dx = tanx secx - [ secx dx

2 [ tan®x secx dx = tanx secx - [ secx dx

[ tan®x secx dx = (1/2) (tanx secx - [ secx dx) =

(1/2)tanx secx - (1/2) [ secx dx =

multipliguemos la restante integranda por (secx + tanx) /(tanx + secx) (= 1):
(1/2)tanx secx - (1/2) [ (secx + tanx) secx dx /(tanx + secx) =

desarrollando, obtenemos en el numerador la derivada del denominador:
(1/2)tanx secx - (1/2) [ (sec?x + tanx secx) dx /(tanx + secx) =

(1/2)tanx secx - (1/2) [ d(tanx + secx) /(tanx + secx) =

(1/2)tanx secx - (1/2) In |tanx + secx| + C

en conclusion:

[ tan2x secx dx = (1/2)tanx secx - (1/2) In |tanx + secx| + C
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[ cot®x cscMx dx =

77.

escribamosla como:
[ cot3x csc?x cscx dx =
reemplacemos el primer csc?x con cot?x + 1:

[ cot®x (cot®x + 1) cscx dx =

(desarrollando la primera parte)

[ (cot?5x + cot3x) csc?x dx =

subsituyamos:

cotx =t

(diferenciando ambos miembros)

d(cotx) = dt

- csc?x dx = dt

csc®x dx = - dt

obteniendo:

[ (cot?5x + cot3x) csc?x dx = [ (tA5 + t3) (- dt) =
[(-t75-13) dt =

(partiendo)

-[tASdt- [t dt=

- [1/(5+1)] tA(5+1) - [1/(3+1)] tA(3+1) + C =

- (1/6)t16 - (1/4)tr4 + C

substituyamos de nuevo t = cotx, concluyendo con:
[ cot3x csc4x dx = - (1/6)cot”6x - (1/4)cotr4x + C

78.
sen(3x) sen(6x) dx

podemos aplicar la formula de producto a suma:
sin@ sing = *cos(0 - ¢) - cos(0 + )+ /2
obteniendo:

[ ,*cos(3x - 6x) - cos(3x + 6x)] /2} dx =

[ ,*cos(- 3x) - cos(9x)] /2} dx =

(siendo el coseno una funcidn par, entonces cos = cos(- 6))
[ ,*cos(3x) - cos(9x)] /2} dx =

partamos en dos integrales llevando fuera las constantes:
(1/2) [ cos(3x) dx - (1/2) [ cos(9x) dx =

(1/2) (1/3)sen(3x) - (1/2) (1/9)sen(9x) + C

luego concluyendo con:

[ sen(3x) sen(6x) dx = (1/6)sen(3x) - (1/18)sen(9x) + C

79.
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dx/1 —senx dx

[((1+sen x)/(1-senx)(1+senx))dx =
f((1+sen x)/(1-sen”2x))dx =
[((1+sen x)/cos”2x))dx =

[(sec”2x + sen x/ cos*2x))dx =
tan x + [ sen x/ cos"2x))dx =

tan x + [-du/u”2 =
tanx+1/u+C=tanx+secx+C.

80.

tan** dx

= [ tan?(x) tan?(x) dx

= [ *tan? (x) ( 1-sec?(x) ] dx

= [ * tan? (x) - tan? (x)sec?(x) ] dx

= [ tan? (x) dx - [ tan? (x)sec?(x) dx

nuevamente se presenta tan(x) a potencia par en la primera integral
=[*1-sec?x)]dx-[tan?(x) sec?(x) dx

= [ dx - [ sec?(x) dx - [ tan? (x) sec?(x) dx

Se obtiene:

X -tan (x) - (1/3) tan®(x) + c

81.
tan”3(x) * sec"3(x) dx

Jtan”2(x)*sec”2(x)*(tanx*secx) dx=

J(sec”2(x) - 1)*sec”2(x)*(tanx*secx) dx=

[(sec”4(x) - sec”2(x))*(tanx*secx) dx=
[(sec™(x)*(tanx*secx) dx - [sec”2(x))*(tanx*secx) dx=
[(sec™(x)*d(secx) - [sec”2(x))d(secx) =

(1/5)sec”5(x) - (1/3)sec”3(x) + ¢

82.

csc3x dx

reescribir como un producto:

fesc?xescxdx=

ahora vamos a:

csc2xdx=dv->-cotx=v

€csCX=U - -cotxcscxdx=du

entonces, la integraciéon por partes,
Jesc?xcescxdx=-cotxescx-[-cotx(-cotxcscxdx)=

- Cotx csc x - [ cot 2 x csc x dx;

a continuacidn, volver a escribir como x 2 Cuna (csc % x - 1), se obtiene:
Jesc3xdx=fcsc?2xcscxdx=-cotxescx-[(csc?x-1)cscxdx >
Ahora ampliar la integral en el lado derecho como:
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[3cscxdx=-cotxcscx-[(cscx3-cscx)dx—=>

y luego se dividen en:

fesc3xdx=-cotxescx-[3cscxdx+[cscxdx >

por lo tanto, habiendo obtenido la misma integral desconectado

ambas partes, se retnen en el lado izquierdo como:
fese3xdx+[3cscxdx=-cotxcscescx+ [xdx >
2Jcsc3xdx=-cotxcscescx+ [ xdx >

J3cscxdx=-(1/2) cot xcsc x +(1/2) [ csc x dx >

En cuanto a la integral restante,

multiplicar y dividir por (csc x - cot x):

[esc3xdx=-(1/2) cot x csc x + (1/2) [ {[csc x (csc x - cot x)] / (csc x - cot x) dx} >
[escxdx=-(1/2) cot x csc x + (1/2) [ [(csc 2 x - csc x cot x) / (csc x - cot x)] dx =
Ahora, habiendo conseguido en el numerador la derivada del denominador,
Jescxdx=-(1/2) cotx cscx +(1/2) [ [d (- cot x + csc x)] / (- x + cot csc x) =
fescBxdx=-(1/2) cotxcscx+(1/2) In | cscx-cotx | + ¢

83.
ok
. 5 5 1
r51115u:] dx = — cos(x) + — cos(3x)— — cos(5x)
W B8 48 80
84.

ek

. 24 x - 8s + sin(8
rcas4tx] sin®(x) dx = 4 x sin{4 x) + sin(8 x)
o 1024

4 t
da dt
5 ——  =lim ——
16 — t2 t—4 ) 16 — t2
2
4
t 4 2 1
=lim sin!_ =lim sin"! _—sin™! _ =lim sin"? 1 —sin™! _
t—4 4 -4 4 4 t—4 2
T .
=1 =n
_—-— 3
Esta funcion converge 2 6
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z ‘ 7
10. tandf =lim tandf =lim In sec® =lim In sect — Inifsec0)
0 0 o 0 2
=lim In — —In1 =oom
sec 2
Esta funcién diverge t-,
+o00 1-¢ _ +o00 _ 1-¢ +00 _
— X X X — — X
20, _%x= Cdx + ¢ de=lim  d¢+ lim ¢ >
X X X a—+0 X b—+oo X
0 0 1+e 1 1 a 1+e
Paraintegral,u=— x.Cuandodu = — Ex_(ﬁ
e x -
—dx= e —2du=-2e"=—-2¢"*nm
x
Resolviendo la integra tenemos:
1 b
= lim —2e %+ lim —2e~* =1lim —2e 1+ 2e~ %+ lim —2e” b 42e71
a-0*t b—+c0 a-+0 b—+
a 1
=(—2e1+2)+2¢1=2m
Esta funcién converge
3 t 3 t 3
@ @ dy . o _ 1
26. y—2_ tllrzrl _ y_2+tl_1>r2rl _ y—2_ tllgl_ y—2 3dy+11£rlz+y— 2 dy
1 1 t 1 t
3 . b 3 . 3 3
=lim_ y—-2sdy+lim _ y—2sdy=Ilim _ t—-2 —_
t=2— 2 . =2t 2 t—2= 2 2
L33 2 2 ‘
+ Iim —— — t— =——4+_=
2t 2 2 3 30"
Esta funcidén converge
! 1 1 ! 1 1
29.5in<1,x"Pxdx = lim Xrxdx = lim - # =lim W=  Ka
a—0*t a0t 3 a-0* 3 3
0 a a
=+oom
Si Sin < 1lestd funcién diverge
5o} oulignto enemos:
1 1 1
2 17,2 2
P =lim P =lim I e "er by X ~
. a-0t a-0% n+1 n+12 n+13
a
a
— lim 2 _ a"tin2a n m 2qn+1 _ 2 .
a0t n+13 n+1 n+12% n+13 n+13

Si Sin > lestd funcién converge
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34. Explique la diferencia entre:
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“d ' T d
X x
lim — + lim% y lim % + —
t—0~ X s—07t X t—0+ X X
-1 s -1 r
Por el teorema: [Pf x dx=[ & 4 [P&
a ax cx
t 1
) & & dx
Ssgps=>n—+ lim — = lim —m=m
-0~ X s-0F s—0F X
-1 x -1

Por lo tanto son diferentes. s

PAGINA 634 Y 635
EJERCICIOS 25, 26, 28, 32,57, 58, 65, 77

25. x3cos x*dx =
Cuandot =2, dt = 2xcbx. Entonces [ x3cosx2cbe= [ xoosx(ectx) = [ teostitm

2
Nuauz%ydgza&iterﬁ:rrsch;zldtyv:sim

1 1 1 1 1 1 1
Ztcostdt= _tsint— Ssintdt=tsint+ _cost+C=x%sint+ _asé+Cm

2 2 2 2 2 2 2
du _
28.—s—1—
1 u 8—us
Ahorasiz = u 8 .Entocnesu =z% ; du=8z’dz. Luego:
5 d"1 = dz
u 8—us ZS—Z
82°
= —d
1 7, .
= 82dz+  ___ dr=8Pdrt Lt
zt -1 z2 +1 721
F82dz+ + 2 % 4
Z§+1 z—1 z+1
1 =—Z+4tan"1z4+2nz—1-2lnz+1+C= 3
Sustituyendou =1z 8y opeéando tenemos:
3 u 18 -1
= us8+4Inn~tu 8+2In +Cm
3 u's +1
2o ? 2 +4 ’ 2 1
57.2x°tx+ 4 g 2x” 4 * dx = +_ dx
xS+ 4x? x% (x + x% (x + 4) x+4 42
1 4) 1
2
1 1 6
=2Inx+4 —— =—_+4+2In—m
x 2 5

1
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57. cot32ydy= cot2y(csc’?2y —1)dy=— cot?2y — Insin2y =
12 12 12
1 11 1 3 1 1 1+ l 2+3 1 11 5
= —-—_—-"ln— - —_ > =T tgn2to - 2= ——_In2m
4 2 2 4 3’1 2 gl 2 4

EJERCICIOS VARIOS DE CALCULO INTEGRAL

xlEI o]

)

r[x9—2x5+3x]dx= X +3_x“
g 10 3 2
=fx9dx—2fx5 dx+3_fxﬂ‘x

= fxgdx— ’;—6 +3fxdx
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f[xg -1/ dx

=f[x6—2x3+1]dx
=fx5dx—2fx3 d'x-l—fldx
=_J-x'5d'x—% -I—fldx

=< 2 [1ax

ﬁx—ln3x+2mx

= [(3x? —x-2)dx

=3 [x?dx+ [-2dx- [xdx
=x'+ [-2dx - [xdx

=x3—r?2+_]'—2dx
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ﬂm;]m
= —§r+f“\a'"_£?r
= grf"g -I—f“u"'?dr

3,043 + 37203
4 2

=2 (r23 ¢ 2) r33
4

J-(cns[f?} + 2sin(@) dag

= zjsim:e; da+ fcas(ﬂ}efﬂ'
= fcns(fi‘} dfd—2cos(d)

= sin({d) — 2 cos(d)

fcsc(x} cot(x) dx = —cscix)

fSECEEﬂ] d = tan(d)

fﬂ e’ dx
=8 fc" dx

=8e"

EJERCICIOS 7.2

Dl

u=e
du=e*

usando [ tanudu=tanu —u
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b dic
Bk

u=e*

du= e*dx

usando: [ cot>udu = —cotu —u

1 1
= [wfui= —cot 2x?—2x*+ ¢
2 4

wabut

u= 4t

cot4t —4t +c

cot 4t

—t+c

15.- [ cot 3t dt

Usando algunas identitades trigonométricas obtenemos:

2

@t
Ela A

2

—rnt t+ 1_553;.”1:2 t
cott cott
=" —cott => [cot3tdt=[ = —cott dt
B’l% sen 2 t

=[ “dx — [ cottdt

amt?

= oott—maw+c
2

Bfinbac
fbaatdx

Utilizando identidades trigonométricas
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“pesde1

Sustituyendo

b Ibak ckscmes [sertart—tatxdx
et fnbe

Por identidad:

e | e fade A
fidarbele-fiBeHf
Frbebdc

u=tanx

dssmdde

X= du
sec2x

=fu? du="ud +¢
3

Bk

=[ csc?x csc x dx

drsodk

v=-cot X

U= csc X

du= cot x csc x dx

=[ csc? x csc x dx = — cot x csc x— cot x (— cot x csc x dx)
=-cotx csc x - [ cot?csc x dx

Luego escribimos a cot 2x como csc?x — 1 tenemos

=[ escxdx= [ —cscPxcscxdx=—cotxcscx— [ csc?x—1cscxdx
=[ csc3x dx=— cotxcscx — [ csc3x — csc x dx

=[ csc3x dx + [ cscdx = —cotx csc x + [ cscx dx
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=[ exxcbe=—wbaso— [ e+ o
=[csc® xdx + [ csc® xdx=—cotxcscx + [ cscx dx

=2 cscxdx=—cotxcscx+ [ escxdx= [ esSxdr=—"cotxcscx+ [ cscx dx
2

Lo multiplicamos por (cscx-cotx) =1

1 1 [ csc x(csc x+cot x)
=> [csc3xdx =—"cotxcscx+ [
2 2 & x-a de
1 . 1 csc x—csc  x+cot x
=[ csc® xdx = — —citxcscx £ [
2 2 o x—at x—cbe
1 1 csc  x—csc xtcot x
=[cscs®x dx = — cotxcscx + [
2 2 cscx—oot x dx
3 1 1
=[ csc3x dx=—"cotxcscx+ Incscx —cotx+c
2 2
4 _
29.- [, x inx dx

Primero obtenemos la anti derivada

sinche= Hinde
Tomamos dv=x/2 y u=inxentoncesv=" R =1
; 3 x
) 2x 3/2 2x3/2 1 3/2 2 3/2
M redx = e e x " dx
= — _ im— _— _—
2%3/2 2 3 % 2x35/)2 3 ) % 2,37 )
— i— _ xj/ldx—_ — — _x = inx——
3 3 3 3 3 3
Después sustituimos la anti derivada en la integral definida
4 3 3 3
1 2% i 24z 2 21z 2
b= - _ = in 4 ——= inl— -
1 3 31 3 3 3
16 4 2 2 2 16 32 4 16 4 28
=—in4 - - ——— —= —in4—- — 4—=—ind—- —
3 3 3 3 37" 9 "9 3 9
= 4.282458815
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30.- [37 “aosak

T4

Primero obtenemos la anti derivada
M3k
Tomamos dv = cotx cosx y u = x entonces v = — cos x y du = 1 entonces

NS¢~ —Oohe=—xws— —lwde=

= —xcosx+ cscxdx = —xcosx + In|cscx — cot X|

Después sustituimos la anti derivada en la integral definida

3n4 3n
xaobeaosx dbe=—xasx+Inesx + o 4
T 4
4 3 3 3 3T T T T T
=T+ In csc > ot +ZCOSZ+ In csc 7 — cot 7
= —.46869
3[—]43?‘_1&# -

Primero obtenemos la anti derivada
Kok
Tomamosu= tydu= 1—e_ntonces
2t
& td=2 us udu

Para obtener la anti derivada de 2 [ usec™'udutomamos f =sec uy dg=u

1 u
entoncesdf="—"__Yy g=
u ui—1 2
w
ug ude=1ba - A= ______du
u
uu-1 uz—1

Para obtener la anti derivada de | ”—uz_l du usamos s = u? — 1y ds = 2u entonces

e =it dedeches -

u?z —1 2 s
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Sustituyendo en la integral definida

4 . — 4 L L
wlwt— t—1 2=4sec_1 4— 3—2sec! 241

5
=4sec 4= 2sec12=3+1t= —3+1 — ~—
6

1
-1
32-[ xsen X dx

Primero obtenemos la anti derivada

wk
Tomamos dv = xy u = sen” lx entonces v = “y du’= e
2 1=x?
x 2 x 1 X
xatabe= _ s = _ Faih— dx
1 2 2
2 21— 2 2 1-x2
2 2
Después obtenemos la anti derivadade [ *——dx por mediode: [ “—dx =
1 1-x 1—x?
“(—u =T & 2
2 a
Entonces [ x—z—dx=l(—x 1—x*+sen™'x) despuéssustituimosestaanti derivada en
1—x? 2
la primera
x 2 x 1 X
xatabe= _ s = _ Reaih— dx
1 2 2
2 2122 2 2 1-x2
1 1
=22 sen"x— —x1—x*+sen-e= x1—x2+(2% —Dare——
2 4 4
Después sustituimos la anti derivada en la integral definida
1 1
xsen"lxdx=_x T—x%2 +(2x*—1)sin"x
0 i 04
=_1 T=17+ (2(1)*>-1) s11— _01=0%F (20%-1) sin"10
4 4
1 T
= snl= _—
4 8

33.-]13x3 e* dx

Primero obtenemos la anti derivada
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Tomamos dv = e*y u = x3 entonces v = e*y du = 3x?
xXeth=ex— =23 e

Para obtener la anti derivada de [ x2e* dx tomamos dv = e*y u = x*entonces v=e¢"
y du = 2x entonces

Xetbe=e— 28de=e"-2 et

Paraobtenerlaantiderivadade [ xe*dx tomamos dv= e*y u=x entonces v =e*y
du = 1 entonces

2ede=e— e
Después sustituimos todos los valores obtenidos

Xeth=ex*—36¢—2x8—e* =369 —2+-26°
=036+ 6 — 66" =6 03— 3+ 6x—6)

Después sustituimos la anti derivada en la integral definida
3
Befdx=e* x> -3x2+6x—6
1 1
=e333-332463 -6 —el 13-312 +6(1)—6
=e312 — el =2 = 246.4630067

42 x2
34.-fx*e*?dx
Primero obtenemos la anti derivada
x% eX2dx
Tomamos dv = e* %y u = x? entonces v = e* %y du = 2x?

X lb=26"50— 20" =" —4 xe*2dx
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Paraobtenerlaantiderivadade [ xe* 2dx tomamos dv = e*? y u=x entonces
v=2¢2 ydu=1entonces

x62dx=226"%— 2e%dx=x26%— 2 dx=x22—2.%ix
=x2e* % —2(2)e*?

Después sustituimos todos los valores obtenidos

x?e*%dx = 2e*%x? — 4 2xe*? — 2 2 e*%2 = 2e* 2x?* — 8xe*? + 16e* 2
=2e*%(x*— 4x + 8)
Después sustituimos la anti derivada en la integral definida
4 4
x?e*?2dx=2e*2x>—4x+8 =2e*?4>—4(4)+8—2e°20%°-4(0)+8

0
0
=16e?— 16 = 102.2248976

Determine el area de la regidn delimitada por la curva y = inx el eje x y la recta x = e?

e?2

dea=ivad x
1

Primero obtenemos la anti derivada
inde>—Hin)

Después sustituimos la anti derivada en la integral definida

e? 2
. . e
inx dx = x —1 +inx =e?—1+in(e?)—1-1+inl=e?-1+i@+1
1
0
=e?—1+2+1=¢e*+1=28.38906
30.
tan3 X
—dx
X
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1
d= —
a2
X
=2 tatudu

=tan‘u—2 tanudu

=tartu +2h(@su)+C
=tan® x +2In(cos x)+C
4 2
31. [¥* dx= Lo gy —dx _ (ddx  _
fcotzx f sen?x cos?x f sen2xasx fstZx

desc22vdv=—2cot2x+c

33.

S€C3X

dx

tan*x
= cotifix)(csc3x)dx

Uu=cCscx

du = —cotifix)cscifx)dx

=— uldu
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1
3
35.
7
o
0
1 2 %
= —sen x asx+3 — cosxdx
3 0
_ 2senx 1 _
3 +— a3 :
1 £
=129senx +sen(3x)|,
1 T T 2
=__Osen — +88 = -
12 2 2 3
1 a lase , 11 2
37 sen*madx=["""" dx="[1—2sm+
0 2 0 2
cos2mxdy
1 1 1
= =X — —senxnx
4 21 0
1 1 1-o2n
+ - de=

4 2
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1
—+—

1
Hotu=[ettaie= [ 1-

0 2 0 2 2 0
cos212mt—2rdcoslumt=—2Cncos12nrt—13cos312mtol =—2r—2 3=43r

Resolver
22.-
[ cos™1 2x =

U du= 2%

1—4x2
Dv= dx v=x
Sustituimos iy .
xcos'2x+ [ "= cosT'2x—" t=#x*4+C
1—4x2 2

23.-
[ cos x= sustituimos
X=t? dx=2t dt
U=2t du=dt
Dv=cos t dt v=sent
2tsint— [ 2sintdt=2tsint+2cost+C

24.-
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a) tan~! x dx=

t= x x=t2 dx= 2t dt
2x tan~1t dt
Integramos por partes Uit
du=2t
1+t2
V=t2+1 dv=2t dt
2
t?+ 1tan"lt— o1 dt= t’+1tan"1t— (ldt= t?+1tan lt—t+c =
21
x+1tan™! x— x+4c
Encontrar la integral
25.-
: 23% che=
a) f() X -
u=x> du=2x
3)(
Dv=3* V=13
3Xx? 2
—_— x3X
B I[n3
U=x du= dx
3X
V= — QX
P dv=3*dx
32 2 3k 1. _ 3x? 2x3% , 23F
m3 = 3 T w3 = w3l G

26.-
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2

Inx+ 2dx
-1
dx
U=In (x+2) du= 12
V= x+2 dv=dx

= x+2 Inx+2 —x+c ={(41nd)-2}-(-1)=4.54

27.-

w|=

sin 3w cos w dw
0

U=sin 3w du=3cos3wdw

V=sinw dv=cos wdw
sin 3w sin w — 3 cos 3w sin w dw

u= cos3w du=-sin 3w dw
V=-COS W dv=sinw dw

= sin3w sinw — 3(—cos3wcosw — 3 [ sin3wcosw =
sinw +cos3w—cosw+8 ¢

entonces

1. . 3
=—"sin3wsinw —"cos3wcosw + ¢
8 8
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TEMA 111
VARIABLES COMPLEJAS

(Métodos Matematicos)

NUMEROS COMPLEJOS BLOQUE I

En esta parte estudiaremos la estructura algebraica y geométrica de los nimeros complejos.
1.1 DEFINICION

Los numeros complejos z se pueden especificar como pares ordenados de nimeros reales x e y,
con las operaciones de suma y producto que especificaremos mas adelante.

z=x,y[1]

Se suelen identificar los pares (x,0) con los nimeros reales x. el conjunto de los nimeros
complejos contiene, por tanto, a los nimeros reales como subconjunto. Los nimeros complejos
de la forma (0,y) y se llaman nameros imaginarios puros . los nimeros reales x e y en la expresion
[1] se conocen, respectivamente, como parte real y parte imaginaria de z.escribiremos:

Rez= x Imz= y [2]

Dos nimeros complejos (x1y1) Y (x2)2) se dicen iguales si tienen iguales las parte real e
imaginaria. Es decir:

(x1,y1) = (x2, y2) siy solosixi;=x2 e y1=y2. 3]

Lasumaz; +zyyelproducto z1* z; delosnimeroscomplejos z1=(x1,y1)y z2= (x2,y2) se defineporlas
ecuaciones:

(x1,y1)+(x2,y2)=(x1 +x2,y1 +Y2), [4]
ey bepabaoyvpayper x1y2) [5] Donde (z1,22) € €
1.2 PROPIEDADES ALGEBRAICAS

Varias propiedades de la suma y del producto de nimeros complejos coinciden con la de los
numeros reales. Veremos aqui las mas bdasicas y verificaremos algunas de ellas.
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Ley conmutativa
Z¥Z=I)2, 4Y272"7
Ley asociativa
la+2)+5=2++2) (z* ) z=2(2+2)
Ley distributiva
z(z1+22) = (2% z1) H( 2 * 22)

Ahora tenemos

Z1€ ¢
1 1
7= — donde z12 0
1
—1 z1 1
%= =7 — donde z,# 0
Z2 Z?
1 1 1
= —%— donde zy# 0 AZ12 0
Z *Z71 A )
. 1 1
Ejemplo.- resolver —_ —
2-3i 14
1 1 1 1 1
Entonces = = =
2-3i 1+ 2+42i-3-3i2 2-3i 5—i
2—i
- . 1 5+i 5+i 5 1.
Ahora multiplicamos por su conjugado * = ="+ 7
5-i 5+i 26 26 26

NOTA: el ordenamiento que tienen los nimeros reales no se hace extensivo para los nUmeros
complejos

1.3 COORDENADAS CARTESIANAS

Es natural asociar el numero complejo z = x, yi con un punto en el plano cuyas coordenadas
rectangulares son x, y (Figura 1). Cada nimero corresponde a un punto exactamente, y
reciprocamente.Por ejemplo.- ubicar el punto (-2 + 1) en el plano (Figura 2)
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3
T=x+H .\A
y——— =
2_
| -l-'_-
1 |
|
| ) A
5 5 T 0 i R l"z.h
Eje real | I i
r
1 (0,0)
( g O
2 | 1 1 I
Eje imaginario - S
_3_ -

Figura 1 Figura 2

El modulo o valor absoluto de un numero complejo z = x, y se define como un numero real no
negativo que es la raiz de x? + y?

2| = x*+ y?
Nota: * El valor absoluto de z siempre es z > 0, no existen las distancias negativas
* Lasdistanciassipuedencompararse porquesonnumerosrealesP/E | z1|<|z2|

* La distancia entre dos nimeros complejos si se puede comparar (distancia entrevectores)

|z1 -z2]= (x1 —x2)% + (Y1~ y2)?
* La suma de complejos (ley del paralelogramo)

Notar que los puntos contenidos en la circunferencia con centro en (0,1) y r=3 satisface la
ecuacion |z—i| = 3 (Figura 4) y reciprocamente a este conjunto de puntos se denotan como la
circunferencia |z - i| = 3. Ahora tenemos |z +i| = 3 (Figura 5)

Figura 5

T
N

Figura 4

Recordar: |z|? = (Re 2)? + (Im z)?
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Relaciones de orden |z| >2|R. z|>R. z
|z| = |Imz| 2ImzZ=
x+y;suconjugadoz = x - y; Propiedades i =z
1+2=2+ 22
i=z1—Zx=21- 1
lii=z1 % 22 =21 *2o
L _z

iv= =
z2 22

Ejemplo.-a)z+z=x+y +(x-y;)=2xDb)
z-z=x+y-(x- )=

c)z*z=x+y*(X-yi)=x2+y2:>(x+}’)2

-5+

d) =i, =Le3i 2 —2-i+6i+3i% -

2-i  T2—i 240 4+2i-2i—2 5

1.4 DESIGUALDAD DEL TRIANGULO

La propiedad de los médulos y de la interpretacién geométrica hacen posible deducir
algebraicamente la desigualdad triangular, se proporciona una cota superior al modulo de la suma
de dos numeros complejos z1z,.(Figura 6)

|z1 + z2|< | z1| + | z2] [1]

la desigualdad triangular se cumple para dos o mas distancias

n z < " |z | Porque ||z =z +z—z|=>|z]|-|z]|<]|z +z |
i=1 i=1 i1 2 2 1 2 1 2

i ) Z1

p . . fi 6
Como los mdédulos son no negativos, se deduce a desigualdad [1] euira

Ejemplo.- Si un punto z esta en el circulo unidad |z|= 1 centrado en el origen, entonces
|Z2+z+1|<|z]*?+2z+1=3

|z3-2|=|z3-2=1
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1.5 FORMA POLAR

Sea ry 0 coordenadas polares del punto X,y que corresponde a un numero complejo no nulo
z=x,y;.Como

xX=r1 cosf e y=r sinf . [1]
z puede ser expresado en forma polarcomo
z=r cos @ + isin@ [2]

El analisis complejo, no se admiten r negativos: sin embargo, como en el cdlculo, 0 tiene infinitos
valores posibles, incluyendo valores negativos.

Para calcular numero complejo z#0 le corresponde solo un valor de 6 entre, 0 < 8 < 27; O se llama

el argumento de z y se denota 0 = arg z

. . - . . y
Observacion: geométricamente el dngulo se denota en radianes 8 = -
X

Ejemplo.- El numero complejo 1 —j,que esta en el cuarto cuadrante, pasa a ser

1-i= Z (cos— ") + (isin —") [3]
4 4
En forma polar. Obsérvese que cualquiera de los valores
m
0= -5+ 2ntn=0,+1,+2, ... ...

Puede ser usado aqui. Por ejemplo,

1-i= 2‘cos7_ﬂ)+isin7_”)
4 4

El numero positivo r es la longitud del vector correspondiente a z; es decir, r =|z|.

1.6 POTENCIAS Y RAICES

Las potencias enteras de un numero complejo no nulo z = e’ vienen dadas por

'=1r"e"n=0,+112,........ [1]

Cuando s expresa en la forma
cosf+isinf@"=cosnf+isinndn=0,+1,1£2, ........

Se le conoce como la formula De Moivre.
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La ecuacidn [1] es util para el calculo de raices de nUmeros complejos no nulos.
Recordar:

La formula de Euler
e =cos 6 +isin6

Para todo numero real. Aqui e es la base del logaritmo natural, i es la unidad imaginaria,
sin 8 y cos 8 son funciones trigonométricas.

O bien:
e? = e = e cos@ +isinf

Siendo z la variable compleja formada por: z = x, iy .
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ANEXO|
Conjunto de posibles raices.

Existe un método para encontrar un conjunto de numeros, los cuales pueden ser raices de un
polinomio. La regla que menciondremos aqui es aplicable sélo para polinomios con el coeficiente
de la potencia mayor de x igual a 1. Es decir, si f(x) = anX"+ @ana X"+ anaX" 2+ ans X"+ ..+ a3 X +
a; x>+ a1 X + aptomaremos a a,= 1. Esto es que sélo trabajaremos con polinomios de la siguiente

forma:

f(x) = X"+ @na X"+ @na X"+ Ana X"+ .+ 23X+ @ X0+ a1 X + o

El conjunto de posibles raices de f(x) se forma con los divisores de ag(del término independiente),

hay que considerar estos divisores tanto con signo positivo como con negativo.

La forma en que podemos usar esta informacién del término independiente es la siguiente, puesto
gue cualquier elemento de este conjunto puede ser raiz de f(x) hay que evaluar a f(x) en algin
valor de este conjunto y si el resultado de la evaluacidn es cero, entonces ese valor escogido es

raiz de f(x).

En la siguiente tabla mostramos varios polinomios, los divisores del término independiente y las

raices de los polinomios:

m Divisores del término independiente m

1,2,°,4,6,12,
-1,-2,-3, 7,-6,-12

-2x*-5x+6
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EJERCICIOS DEL BLOQUE:

1. Efectuar cada una delas operaciones indicadas.
a) 35+ 25i+ (—12—-5i)

(35-12) + (25-5) 7= 234207
b) —75—i + 34+42i
(-75+34) + (-14+42) i = -41+41J

C) 22—34i 44+ 52i
((22) (44) - (-34) (52)) + ((22) (52) + (-34) (44)) 1
= (968 + 1768) + (1144 - 1496) i= 2736 - 352/

d) 49 —32i 25— 6i
((49) (25) - (-32) (-6)) + ((49) (-6) + (-32) (25)) 1
= (1225 - 192) + (-294 - 800) /= 1033 - 1094/

e) 1—3i —1+ 2i (55— 47i)
(DED-CHEN+HD) @D+ 7
=(-1+6)+(2+3)i=5+5i
>>((5) (55) - (5) (-47)) + ((5) (-47) + (5) (55)) 1
= (275 + 235) + (-235 + 275) i=510 + 40 /

32-23i
) Th
(32423)(=11-1) 32 =114+ 23 =1 + 32 —1-32 —11 j _ —352-23 + —32-352 |
(-11+1)(-11-1) — 122 = 122
_ =375-384i 375 192,
= 122 T 7 1227 et

35+5i , 250

g) 6—%i+131+3i
120
h) o

- (ZLD(A=20) (140
i) (1-1)2
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. . 2 4 — 14
D i1 L

2

K) T 1=
1-i 1+i
2.Siz;=1—iz=—2+4i zz=5 + de las j, hallar el valor numérico de cada una

2
siguientes expresiones.

a) 3z, —4z,
331—1’2—4 —2+4 =3-3i+8—-16i=11-— 19{
b)Zl —321 +4Z1—8
2

) e,
C) 2z1-22 +3-1

3. Representacidn grafica de nimeros complejos
Efectuar las operaciones indicadas en forma analitica y graficamente.

a) (2+30) + (4-50)
= (2+4) + (3-5) i =6 - 2i

3
12
1

b) 3(1+2i) - 2(2-3i)
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= (3+6i)

3

NV

- (4-6i) = (3+4) - (0)i=7

-7

¢) 3(1+i) + 2(4-3i) - (245i)
(3+3i) + (8-6) - (2+5i)
= (3+8) + (3-6) i - (2+45i) = (11-6) - (245i) = (11+2) - (-6-+5) i

=13 +i

3

[ B VN R Y

o]

15

/

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
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d) Seaz;z,z3z4los vectores posicion de los vértices del cuadrilatero ABCD. Probar
queesunparalelogramosi,ysolamentesiz; —z, — z3 + z,=0.
Si son los vectores posicion de un cuadrilatero ABCD entonces

z1=A=—-1+1i
Z;=B=1+1i
z3=C=1-—1i
Zy=D=—-1—-1

1‘Z1—Z2= —1+1 - 1+1l=_21
2-z34z,=1—1+ —1—1i=—2i
3. (-2i)-(-20)= 0

.14
;
13
12
A B
1
3 -2 .| 2 :
1
D C
1-2
13
-4

e) Silas diagonales de un cuadrilatero se bisecan, probar que le cuadrilatero
es un paralelogramo.

f) Probar que la medianas de un triangulo se interceptan en un punto.

g Sea ABCD un cuadrilatero y E, F, G, H los puntos medios de los lados. Probar
que EFGH es un paralelogramo.

h) En el paralelogramo ABCD, el punto E biseca el lado AD. Probar que el
punto donde BE se intercepta con AC divide en tres partes iguales AC.

Fundamentos axiomaticos del sistema de nimeros complejos
Efectuar las operaciones indicadas en forma analitica y graficamente.
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)

b)

0

Emplear la definicibon de nimero complejo como pareja ordenada de
numeros reales para probar que si el producto de dos niimeros complejos
es cero, entonces por lo menos uno de los nimeros debe sercero.

=%+

1=t

Comprobacioén:

0+ Bty = e Ho )

Sinl = 0 entonces:
((0) +i(0)) x2+ iy, = 0x,— 0y, + ((0)y2+ x2(0))=0

Probar las leyes conmutativas con respecto a la suma ymultiplicacién.
e Conmutativa

Dados dos nimeros complejos a + bi y ¢ + di se tiene la igualdad:
(a+ bi) + (c+ di) = (c+ di) + (a + bi)

Ejemplo:

2-3)+(-3+)=2-3)+i(-3+1)=-1-2i
(3+)+(2-3)=(3+2)+i(1-3)=-1-2i

e Asociativa

Dados tres complejos a + bi, c + diy e + fi, se cumple:

[(@a+bi) + (c+di)] + (e + fi) = (a+ bi) + [(c + di) + (e + fi)]
Ejemplo:
[(5+2])+(3-4))]+(-9+8i)=(8-2i)+(-9+8i)=-1+6i
(5+2)+[(3-4)+(-9+8i)]=(5+2i)+(-6+4i)=-1+6i

Probar las leyes asociativas con respecto a la suma y multiplicacion.

. Forma polar de los nimeros complejos

Expresar cada uno de los siguientes nimeros complejos en forma polar.

a) 5+12 5i

z = (5)2+(12 5)2= 25+ (144)(5)= 25+720= 745=27.29

12 5§
«= arctg ——

g = 79.4

YA 27790
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b) -7+65i
z = (=7)>2+(65)*= 49+4225= 4274=65.37
65
o= arctgj7 = 96.1°
= 65960
) — 3— 7i
d) —9i

e) Tres fuerzas como se muestra en la siguiente figura, actian en un plano
sobre un objeto colocado en 0. determinar (a) graficamente, y (b)
analiticamente, que fuerza es necesaria para evitar un movimiento de un
objeto.

. Raices de nimeros complejos
Hallar cada una de las raices indicadas y localizarlas graficamente.

a) (42—i5)13
z = (4 2)2+(-5)?%= 322+25= 1049 =32.38

_5

o=ay 2—=138.52° 4
Z = 32q3g°
z="32=3.17

138°+360°0  138°
0C0= — — 4‘60

138°+360°1  49%°
0C1=

- = 166°

138° +360°2  138°+720° 858°

°C2= _ _ — °
Z = X =", =286

Z1 = 3246

Z; = 321660
Z3 = 32,60

b) (—4 + i4)'/2
z = (—4)2+@)?= 16+16= 32=
5.65 4

o= arctg__4 = 135°
Z = 61350
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z = 6=1.25
135°+360°0  135°
%o = = = 67°30’
135° +360°1  495°
OC1: — — o !
, =" =247°30

z1 = 1.254703¢

Zy = 1.25;47030-

0) (2 + i2 3)73
d) ()*?

7. Ecuaciones polinomiales

Resolver las siguientes ecuaciones. Obteniendo todas las raices.

a)5z°+2z+10=0

Siz=x+1y
—2+ (@7 =4()(10) -2+ F=200 -2+ =200

Z= 205) - 10 T 10

-2+ 14.4i
= 10, ,421 = 3—0.2 +1.44i, z,=—0.2—1.44i

b) Resolver z°— 2z*—z°+ 6z—4=0(z —
D(z+ 1)(z*2+2z+4)
Z1 =1
z; =—1
-2+ @7—4D@ -2+ F-16 2+ ~12
7= 2(1) - 5 = 2
12i

z3=—1+ 7

_ 12i
z=—1- >

¢) Hallartodaslasraicesdez*+1=0

d) Hallar dos nimeros cuya suma es 4 y cuyo producto es 8.

FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD

1. Regiones del plano complejo

Representa las siguientes regiones del plano complejo.
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a) z—2+1 <

1b) 2z+3 >4
Olz> 1 d)

Inz=1

e) OSarngf, z# 0

f) z—4 =z

2. Imagenes de funciones complejas
Dadasw=fz = u, hallar.

1-z
a) f(i)
b) f(1-i)

3. imagen de una regién bajo una funcién compleja
Un cuadrado S en el plano z tiene vértices (0,0), (1,0), (1,1), (0,1). Determina la
region del plano w que es la imagen o rango de S bajo las funciones.

a)fz=2z

b) fz =1

z+1

4. Separa cada una de las siguientes funciones en las partes real e imaginaria, es
decir, u(x, y) yv(x, y).

a) fz=2z"-3iz

2(x+iy)? =3ix+iy =2 x* + 2ixy — y? — 3ix + 3y
2x%+ 4ixy — 2y*— 3ix + 3y = 2x*— 2y*+ 3y + 4xy — 3x i
b)fz =z+"*
x+iy+;=x+iy+x‘1+iy‘1=x+iy+x‘1+iy‘1
(x+
=0 B
o f z ==
1-z
d) fz=_z?
fz=a1Q)

f —z =sen —z
=sen — x + iy = sen —x — yi = sen —x cos(iy) —cos( =)

=—senxcosiy—cosxseniy=—senx+iy=—senz
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Sen x
1.5
,.,-o—-._\_\_\_h\ i f-____,.,—..__ ]
) e
& \\
aE e
: x"x dx -2 :"I '&\ 3“,:‘2 x,
i -4 h -2 1 ., 1 i
T2 w2
4.5 *,
",
\.
. "
e 4 -
-1.5
=2
impar
f z = cosifk)

f —z =cos —z

=cos —x +1iy

= cos —x — yi = cos(—x )cos( iy) — sen(—x) sen( iy)

= COS X COS [y — sen x sen iy = cosS x + iy = cos z

COsS X

»

F

1.5
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par
tan(—z) =*"""="=—tanz
COS —Z COS Z
1 |
tgx ; 4 | f
} ff /
[ ? f |
Il r'f /
i 1 . ff”!
S
ez —T / 2 s T 3z
-5 - - 2 -1 i 2 _.3!' 4 &
/ d
I - j,f
/ f x
.-"r i _2 I,r
| f f
rI | "
| f
| b |
| ) ]
impar
sec(—z) = L “T=secz
Cos —Z COS Z
sec X ]
L3
/ 4
/
g
Y~ | _
-3m2 - ] T 32 o«
i - - = 1 1 1 2 3. 1 %
e ™ » ya
/ \ ;
f A . \
1 \
=i

par
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1

csc(—z) = = T =cscz
sen —z — Ssen z
cosecx | ' 7 .l
J. \ |
] a, /
_,r'f II"\ i
___a-F"'/? 1 ! \\ﬂ-,,_____d__,-f/
-n —'J'I'-"IE T 3']'[."'2 *
e - -z -1 1 1 2 3 1 5
/ “’\ » el
/ /
! \ /
! -1 .'I
- .
| . |
impar

Encontrar las raices

Z'a= (re")'4

1 0 + 2k

0 + 2rk
r n[cos ]

+ isin
n n
1 0+2nk = 04 2mk
=71 4[cos + isin
4 4

K=0

1 & .. 0
r 4[cos _+isin_]
4 4

K=1

1 6 + 360

6 + 360
r 4[cos

+ i sen
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K=2
1 60+720 6+ 720
r 4[cos + isen
K=3
1 6+ 1080 6+ 1080
r4fcos— __ +isen_____

1. Definirlas funcionesa) fz=2z3+z+ 1,b) f z= (z2— 1)®enla forma
fz=uxy+iwxyafz
=7+z+1

=)
fz=(x+iyP+x+iy+1=x+3iy— 3/~ Vit+x+iy+1
=u -39/ +x+ D+ @Y -1 +y)

b)fz=(22-1)3=2°-3z*+322+1
fx+iy=x+iy®—3(x+iy)*+3(x+iy)*—-1
=2 + Gy —15¢) — 203/ — 194/ — i+ —
—12¢y+18A/+ 12— 3y 3¢+ yi— 3y — 1

=u—12x% + 18x%y? — 3y* + 3x% — 3y2 — 1 + iv(12xy?
+ 6xy

2. Demostrar

a) lim,e, 5, =0

Ve>036>0talquez—0<é=>f(2)—L<¢

1
73 +1—0 <&
1
A 1 "¢
1
A1
1 3
=>€<z +1



MATEMATICAS SUPERIORES

> —1<z
£

31
——1<z

b) lim ! —w
0 (z-1)3

VN>036>0talquez—1 <§= ——<N

1
=17

1
:>;>(z—1)

3

1. Demostrar f(z)= |z|2 es continua en todo el plano

lim = £ (z) = |2[ =/ +y*=2=2 es continua,
-

2. Utilizar las formulas de la derivada para encontrar f z
a) fz=3z"—2z+ 4
fz=6z-2

b) fz=1-4z3
f'z=31-4z"%(—8z)

o) fz=""
2z+1

_ 2z41-2742 3 _ 3

f z= (2z+1)2 472 T 4(z Z42)+1
+4z+1

d)f z =07 2t 20
52
¢ 41+ 22222 - 2z[(1 + z)Y)] 22(41+223-1)
7 =
y = 7t

3. Porla definicion si
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fz="2%0
=>f 'z =?
1 1
lim fzthx= =lim ™,
Ax—0 f(Z) Ax—0 A—
Ax X
1 1 z—z—Ax
ZHAX B z z 2 = — Ax - 1
= Ax  — Ax Ax(Z2+ Axz) 24D
1 1
> lim-—-——— —
Ax—0 72 + = - 2
z
Axz
4, fz=xy+iy
Tdqueu(xy) =xy y W)=y
Verificando Cauchy Rieman:
du dv
mbertiney/ 2o
5. gz= re'%? talque r>0,0<0<m

g z =rl/2e/2

@0+t

1

1
=nqd+ riat)
Aplicamos Cauchy Rieman
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u=r2c0s0Y v=rzsenf
du 1 8 dv_ 1__ 8
¢— 2£0S 3 ¢ = 2p€N 5
ldu _ 1. dv_ 1

r dg — 2£0S — kT = aen

de
du du
Vemos que: = dv_ dv.

gz = re? esanaliticaensu dominio
Obtenerlaraizde f z =z* +1
Tenemos que
zt +1= 22 —i (2% +1)

Las posibles raices son:

Zz_i=0 z=+4+ 1
Z2+i=0 > z=+4 —i
Tl = ir 7_"2 = - i,T'3_= —I:, T4?— —1 -

Separa la parte imaginaria y la real
fz= z'2

fry =y

En este caso se pone en su forma polar

1 O12nk . @42k . 1 0. .0
T 2C0S +sin o simplmente 1 2cos +sin

2 2 2 2

Resolver la integral de linea

Que va del punto (0,1) al punto (0,5) y del punto (0,5) al punto (2,5)

25)
J

©1) 3x+y dx+ (2y — x)dy

-164 -



MATEMATICAS SUPERIORES

Por ser dos trayectorias se divide en 2 integrales que al sumarse nos da el resultado

1 parte

(0,5)
3x+ydx+Q2y—x)dy
0.1

y=y y x=0
dy=dy dx=0
®) ®) 2y*
3x+ydx+Qy—x)dy= y)dy= ___"=25-1=24
@® ® 1
2 parte
(2,5)
3x+ydx+(2y—x)dy
0,5
y=2 y X=X
dy=0 dx=dx
@) @ 3x% 2 2
3x+ydx+Q2y—x)dy= 3x+2dx= __ 7 +2x "=6+4=10
© ) 2 0 0

(2,5)
—>f(0'1)3X+ydx+ 2y — x)dy =24 +10=30

Resolver la integral

éd
0
[*3) — (00} 1 1
Dot 1 Pgage €7 P =0- == _
) (0) z 0 z z
z

Obtenerlaraizde fz=z*+1

Tenemos que
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z*+1=2%—i (Z+i)Las

posibles raices son:

z*—i=0 > z=+ i
Z2+i=0 > z=+4 —i
rl=ir2=—i,r3=—ird=——i —

Separa la parte imaginaria y la real

fZ=212

fry =@y 2

En este caso se pone en su forma polar

1 042k | . @42k . 1 0. .0
T 2C0S +sin o simplmente r 2cos +sin
2 2 2 2
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BLOQUE 11
2.0 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA.

Sea S un conjunto de numeros complejos. Una funcidn f definida sobre S es una regla que asigna a
cada z en S un numero complejo w. el numero w se llama el valor de f en z y se denota por f(z);
esto es,

w =f(z)

El conjunto S se llama el dominio de definicion de f. Supongamos que w = u + iv es el valor de una
funcién fen z = x + iy, es decir,
u+iv=fx+iy)

Cada numero real uy v dependen de las variables reales x e y, luego f(z) puede ser expresado en
términos de un par de funcién con valores reales de las variables reales xe y:

flz) = ulxy) +iv(xy)
Ejercicios.- describir el dominio de cada funcidn

a) fz= 1—:>2+212+1=0=>Z= —1~Domf=C—{xi}

b) fz = ZiHﬁDomfzc;thO
c) Describirlafuncién f z = z? 4+ z+ 1 enformaf(z) = u(x,y) +iv(x,y)
Z=(x+iy)=(x + iy)? + (x + iy) + 1
=x? +2xyi+y+x+iy+1
=i2xy+y+@P+x—y)+1
suxy=1+x*+x—7)
vxy)=(2xy+y)

Funciones multivariadas: es una funcién que puede tener mas de un valor en un nimero
especifico.

Funciones monovaluadas: es una funcion que cada valor de z le corresponde un solo valor de w
(condominio o imagen = w)

Ejemplo.-
f(z) = x1/% = x=es multivariada porque tiene dos soluciones

f(z) = z* = es monovaluada porque tiene una solucién

Funciones inversas: si w= f(z)= consideramos a z una funcién de w; z = g(w) = f~(w)

Ejemplo.-w = f(z) =f Y(w)=z0 f~Y(f(z)) =2
fz=7%2=xiy

=f 7 =0 =0)0a)=x0e—ypr+ ey,
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Transformaciones: si w = u + iv donde u y v son reales y es una funcién univoca de z =

x, iy donde x e y€ERe.(Figura 7)

Ejemplo.-

focy)=u+iv wW=u+iv

flz)=w z=xiy

Y v
plano Z plano W
P == P’
X u
Figura 7

Igualando la parte real y la parte imaginaria equitativamente u = u(x,y) v = v(x,y) entonces al
punto (x,y) en el plano z le corresponde un punto (u,v) en el plano de w. decimos que el punto p se
aplica o se transforma en el punto p’ la imagen de p.

Una transformacion: es el conjunto de puntos, donde se aplican unos puntos llamadosimdgenes, y
la imagen depende del tipo de funcion f aplicado a x, Ilamada aplicacionf(x).

Coordenadas curvilineas: dada la transformacion w = f(z) o u = u(x,y) v = v(x,y) llamaremos (x,y)
coordenadas rectangulares correspondientes a un punto p, en el planoz y a v las coordenadas
curvilineas de p.

Lascurvasu=(x,y)=c1,v=(x,y)=c2 docecycRe

Curvas curvilineas: cada par de estas curvas se intersectan en un punto, esas curvas se aplican en
rectas ortogonales entre si en el plano w.

Funciones elementales:

a) funcion polinomial: Si una funcion f esta definida por

fx =a)"+ agpX*— 1+ " -2+ 4+ a1+

Dondeag,a; ...a, sonnumerosrealesa, + 0 ynesunenterononegativo. Entonces, f se
llama una funcidn polinomial de grado n.

b) Funcidn algebraica racional:
P(z)
w =
Qz

i s

¢) Funcion exponencial:
w=e?=e"V=¢e*cosx+isinx
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d) Funcion trigonométrica:

_ gt d+e
sinz= ——cosz= ————
20 20
1 1
secz= CSC Z= —
oS sin z
z
gl—eiz 1
tanz= ————cotz =
i&e?) tan z

e) Identidades:

cos z% + sin z2 =11 + tan z% = sec z2 1 + cot z% = scs 7>
sin z1 + zy = sin z1 cos zz + cos z1 Sin z;

€cO0S Z1 + zZ2 = cos z1 cos z + sin z1 sin z3

tan zq + tan z;

tanzit 7 = 7 + tan z1 tan z;

f)  Funcidn logaritmo:
Siz=e"=>w=Inzw=Inz=Inr+i6+ 2Kn

K=0, £1,+2, riz=6=E%0
g) Funciones trigonométricas inversas:

. o - 1.
z=sinw = sin~!zdef.sin"!lz=";In(iz + 1 = Z%)
i

1 1 1+iz
coslz=_In(z+z"=Dtan"lz="In( )
i

4 1-iz

1 1+7272 =71 1. 1+ 1=z

csclz=_In__ " " seclz=_In
i z i z
1 1 1+
cot™ z=_1In( )
20 1—1

Puntos de ramificacion: Ya hemos visto una funcién multivaluada. Es el caso de la funcién compleja
la raiz cibica que tiene tres valores y un punto de ramificacién z = 0. Las potencias racionales son
ejemplo de funciones complejas multivaluadas.
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Ahora vamos a considerar la funcién compleja multivaluada con dos valores y dos puntos de
ramificacion:

fz = z°+1= z—i z+i

Esta funcién tiene dos valores, si el camino es un camino cerrado, que no rodea ninguno de los
puntos de ramificacién, su imagen f(z) es un camino cerrado que vuelve a su valor inicial.

Imageninversa: la imagen inversa de un punto w es el conjunto de todos los puntos z en el
dominio de la funcién f que tiene a w como su imagen. Imagen inversa de un punto puede
contener solo un punto, muchos puntos o ninguno.(Figura8)

f
050
Figura 8

Traslacion de una funcion: el mapeo (grafica) w =z +1 es la traslacidon de cada punto z a una
posicion localizada una unidad.

Rotacidon de una funcion: si w = iz hace girar cada z diferente de cero en sentido contrario a las
manecillas de reloj.

e e ’e T .z
Reflexion de una funcion: un @ngulo — y el mapeo w =z transforma cada punto z en su reflexién

sobre el eje real.
2.1 LIMITES.

Sifes una funcion definida en todos los puntos en cierta vecindad de zy excepto, quiza zg, el limitedef
esunnumerowgcuandozseaproximaazy.

limyz,f(2) = wolz-zol= |f(2)-w]| <£

i 2iz—2i i

i 1 1
. . - =Lz —=D|= |i|*| |*|z-1|= -|z-1|<£
GemploLlim, 1, = = [ — =14z = DI= I1*] Plz1l= |21

RS f) = w5 fO =W =wm

Ejemplo.-
lim 2x + iy® = 4i
Z—7Zi
= 2x + iy - 4i|< 2 |x]|+ |y? — 4| (
=2 x| *| (y-2)y-2)| =2|x[+ [y-2|]y-2]
= 2|x|<E M |y-2]||y-2|<E2
Pero |y+2|=|(y-2)+4]| < |y-2|+4<5 —
=|y-2 <1 ~|y-2|<£E

Figura 9
Graficamente

Teorema de limite.- suponer que f(z) = u(x,y) + iv(x,y) Zo = Xo + iy, * Wo = ug +ivy=>
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limfz =w, & lim uxy =u " lim V XYy =Vp
z-20 Xy = X0,Y0 Xy = X0,0
Suponer que lim,,, f(z) = wo lim,-,, F(z) = Wy

=lim,; [f z + F(2)] =wo+ W
A limzﬁzolé)z * FW(OZ)] =woxW

i _— —; siWy=0
Ahmz—@@— w 0 0

Ejemplos.- .

a) Demi)strar lim,— e e 0
3

—0|<£= ! <£=1_<z3+1=> ! _—1<f
z3+1 |z3+1] £ £

1
b) Demostrar lim;-1 = @
! _0|<£=i <Z—13:>_1<Z
1

(2_1)3 £ 3

£

Continuidad: una funcién f es continua en un punto z si se satisfacen estas tres condiciones:

Infzede [1]
fadie [2]
limfz=fz [3]

Notese que [3] contiene en realidad a los otros dos, pues queda implicitamente supuesta la
existencia de ambos miembros de esa ecuacidn. La afirmacidn [3] dice que para cada numero
positivo £ existe un numero positivo 6 tal que

If(z)—f(z0) [<£ si |z-Zg|<6

Funcion acotada: cuando f es acotada en Re y adquiere un valor maximo en algun punto R si existe
un M+tal que [f(z)|< M.

2.2 DERIVADAS.

Sea f una funcién cuyo dominio de definicién contiene un entorno de z,. La derivada de fen
Zo, escrita f(zg), se define por las siguientes ecuaciones
f z=1lim M@Siempre que exista el limite
z% ]
, - fzo +Az— f(2)
f z=Ilim

x ) AZ
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Ejemplo.- encuentra la derivada delas siguientes funciones utilizando la definicién

a) fz=2z-2z

3 3

. . (z+Az) =2 z+Az —(z =22) . 2 2

f z=lim = lim 42 (FP43zaz+  az’-2)
Az=0 Az Az—0 Az

= lim 3z%+ 3z — 2 ~ lim = 3z%— 2

AZ—0 Az—0

b)fz ="dondez+0

11 2-(z+8)
fz=lim ““—inegug+ A) = f* z = lim (z+47)
AzZo0 A Z Azmo A Z

1 1
ffz=lim zA— = f'z=Ilim
Z

Az—o A Z Az—0 A(22 + zA) Az0 2

Formulas de derivacion

a)
b)

¢ =0; cVRe

z =1

) —cfz =cf (2

d — fz+gz=f2z+g(2)

e) ~ frgz=fz9 2+ (D9
) }£z= Zg[;(z)fzzgz aatg 70
g) —z7"'= nz='SinV z*

H @R efeeution

S dgof)  dg(f))  d o
gof 'x = —g= = g fx=g fxrf'()

dmpmtoogl adena

Ejemplo.- encuentra la derivada de las siguientes funciones

e N

a) fz =2z2—2z

L= nz1sf(2)= 3231 — 2 o f z=32%— 2
dz

b) fz=32"—2z4+4>f z=62—2
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ofz=01-4z")3perou=1—-4z"=>fz=1u>

3u—8z=>f z=31-—42z*?—8z

(z—1) 2z+11+42(z—1) , 4z
d fz=""gm @2 f 2= 4z +4z41
e)fz =L(1i)‘ld0721aezrf:0;u=1+22=>f 7z =7 2 gy 3224+22u4
Z2 A
273403 + ) 22°4(1+ 22>+ 2z(1+ z%)*
=fz= 2zu* =fz= 74
Z4

Funciones analiticas: Si la derivada de f(z) esta en todo z de una regidén R entonces diremos f(z) es
analiticaen R

Criterio: f(z) se llama analitica en un punto zg si existe una vecindad z — zyp < § talque cada
punto de ella f'(z) exista.

Ecuaciones de Cauhy-Riemann: una condicidn necesaria es obtener un par de ecuaciones que
deban satisfacer las primeras derivadas parciales de las funciones componentes uy v de una
funcion

flz) = ulx,y) + iv(x,y)[1]

Enun punto zp = (x9,Y0) paraque existaen elladerivada de f. también veremos como se puede
escribirf’(zp)entérminos detalesderivadas parciales.

=" "o 2]

Si las derivadas parciales en [2] son continuas en R entonces la ecuaciones de Cauchy-
Riemmanson condiciones suficientes paraf(z) sea analitica en R.

Funcion arménica: si las segundas derivadas parciales de uy v con respectoax ey, y son
continuas en una regién R entonces decimos que [2] esigual a

0%u (’);u 0%v
0°v
& 9y: oe 0y? = 0

Se deduce que la parte real e imaginaria de una funcidn analitica satisface la ecuacién de Laplace

%p  0%0 4(_% 92 5

62y=0 ) o o2y =A

2
donde A ¢=0

El operador A% es llamado usualmente el Laplaceano, funciones como u(x,y), iv(x,y)las cuales
satisfacen la ecuacién de Laplace en una regién R son llamadas funciones arménicas en R.

-173 -



MATEMATICAS SUPERIORES

Teorema.- si f(z) es analitica en una regidn R (que sea derivada en cualquiera de sus puntos)
entonces f'(z), ' (z),........ son asi mismos analiticas en R es decir todas las derivadas de orden
superior 3 en R.

Regla de Riemann: Sea f(z) y g(z) analiticas en una regién que tiene el punto zgy supongamos
— _ . _ [ ,
fz, =gz, =0 = lim = y doce gz +0
9@ 9@
Se utiliza en los indeterminados o, 0 0, etc.

0

Ejemplo.-
a) f z=2z%>—x?+ i — 2xyf z = x? satisfacef(z) = u(x,y) + iv(x,y)

= (X+iy)P=x+ 20y —YPuxy=x—yAixy=2xy

5 dgy 2y 2y =% atifadecuacio
ac_zxy ay' ay_ y 0% K cuacion

b) f z = |z|? distancia en valor absoluto z = | x2 + y?|
U V=22t v _
Ly =x‘+y5ivx,y=o0

= a1—2 _v. e L Ri
a(j_ X = ay ) ay— = ax B e tauc y remann

Teorema: si f(z) = u(x,y) + iv(x,y)definido en una vecindad de un punto zg, suponer que las
derivadas parciales de las funciones u y v respecto a x My, existe una vecindad y son continuas en
(%0, ¥0) en estas condiciones si las derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en (xo, yo) la derivada existe

Brphfz=¢=fz ="+’ reordarquee‘asy+i sin'y
Sux,y=e*cosy, wxy=é'siny
I ov  ou —dv
—_= = —, —_= — sin = —
o= ¢fcosy 5 oy e —siny = ——

2.3 ECUACIONES DE COUCHI-RIEMMAN EN FORMA POLAR.

Sea x =rcos 6 , y = rsen 6 supongamos que w=f(z)

Z=x+yi=>rei9 =zsiw=v+ivseexpresaentérminosdex,yen términos de r, 6. Las ecuaciones
de Cauchy-Riemman en forma polar se escriben de la siguiente forma
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1
—Ip
u-Robo :10 bt
—ﬁunﬂF—Vr(nﬂﬂ
*EJERCICIOS DEL BLOQUE
1) Representa graficamente lo siguiente
a) z1=3+4i 2=5+2 2142
b) z1=— 24+5i 2=6—2 2142
Z1 T
'l'l.
21422",
4
|
2
2) Resuelve las siguientes operaciones
35450
6—64i — 1+3i
35 4+ 5i 250  1+3i 35+5i + 6—64i 250 _ —15890i + 1520
6—64i 14+ 3i 6 — 641 1+3i © 6—640 1+3i

_ 1520 — 15890i
198 — 46i
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2 2

1+i 1-i
b) 15 —21%

1+ 1= (14p2-201- 0
1—i 1+i (1—DZ(1 +0)2

=(1+i)?-21—-i%=2i—4

3) Llevar los nimeros a su forma polar
a) Z=5+12 5i
r= 5+12 5i= 524122 5=r= 25+720=r= 745 =r=4 40

12 5
> 60=tan"! _=60=7944~ 80°
5

=5+ 125i =7 cos 8 + isenf - 5 + 12 5i = 4 40(cos 80 + isen80)
b) z=-9i

r=-9i=-9= —-92= 181=>r=9= —9i=rcos 0 + isenf
pero 8 =270°=9i= 9 cos 270° + isen270°

4) Hallarlosvaloresdelastresraicescubicas de (—8i)1/3
m
—8i=8expi — E+2kn (k=0,+1,42..)

Para ver las raices tenemos

T 2km
- — k=012..
Ce=2exp— 6+ 3
Y en coordenadas rectangulares
T b4 T _
Co = 2exp 6 =2cos6—isen6 =3—-i
Y andlogamente encontramos c1=2iy c;=—3 —i

estas raices son los vértices de un triangulo equilatero

inscrito en el circulo de radio 2 centrado en el origeny la
raiz principal es co= — 3 —1i

5) Probar que f(z)=iz/2 en el disco abierto |z|<1delim,1 f z = 5 L

Notar que el punto z=1 esta en la frontera del dominio de la definicién, entonces z esta en
laregion |z] <1
i r i —
entonces fz —_ = _—_ = z—1
2 2 2 2
Por consiguiente, para toda z y todo numero positivo V

fz -L < VsiemprequeO<|z-1| <2V
2
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6)

7)

8)

= satisface los puntos de la region z < 1 cuando § es igual a2
V o cualquier numero positivo menor

¥ v
£
5o if2
r
~ X 1L
0 1, i
Calcula el siguiente limite lim;— o %
@/2)+i 2z+i
Ya que lim,-o A/H = lim;—e o 2 .
=lim f z=oosiysolosilim =0
7 0 f(1/2)

La siguiente funcién es continua?

fz =xy* +i(2x—y)
f(z)escontinuaentodoel planocomplejoporquelasfuncionescomponentes son polinomios
en x ey, y por lo tanto continuas en todo punto(x,y).

Encuentra la siguiente derivada, en cualquier puntoz

f z = 7% Utilizando la definicién tenemos
. (z+ Az)? - z2 . . .
lim,,_,, ———— Despejando y haciendo operaciones tenemos que
Az

lima,—02z 4+ Az = 2z ya que 2z 4+ Az es un polinomio en Az. .. (z)= 2z
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INTEGRALES COMPLEJAS BLOQUE III

Las integrales son muy importantes en el estudio de las funciones de una variable compleja.

3.1 INTEGRALES COMPLEJAS.

Una funcidn de valor complejo F de una variable real “t” se escribe de la forma F(t)=u(t) +iv(t)

o.on o, n

u” y “v” son funciones reales de “t” continuas por tramos definidos por un intervalo acotado
cerrado as<t<b. F es continua en tramos y se define la integral definida de F en el intervalo [a, b] en
termino de dos intervalos definidos del tipo:

b b b
Ftdt= utdt+iv(t)dt

a a a

Las condiciones sobre las funciones U y V son suficientes para garantizar la existencia de la
integral, una integral impropia de f en un intervalo no acotado se define de igual modo y existe

“".n

cuando las integrales impropias de “u” y de “v” convergen.

Apartirde [ FPdt= [ UtdcLi [V(t)dttenebos que Re [ F(t)dt <JREgE "
a a a a

Ademds para cada constante compleja o = C1+ C»

b b b b b
aF(t)dt=Clu—szdt+ngu+C1vdt=C1+Czudt+i vdt
a a a a a
b b
oF t dt =0 F(t)dt
a a

Otraformadedefinir [ Ptdt= [ utdt+i[ v(t)dtésenformapolarc émodulo0
a a a

Bp—~>argumento

af= Aot

a

Para resolver esto
b
a= e R
a
Pero

Re(e®F)<[e® F|=|e™®||F|=|F| =>00 < [ |F t]dt
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Siempre que a < b es decir

b b
| Ftdt|< Ftdt
a a
También se representa la desigualdad
| Ftdt|< Ftdt
a a

Contornos de un arco

“C” es un conjunto de puntos z(x, y) talque x=x (t), y=y (t) son funciones continuas con parametro
real (t) en el plano x, v.

Escribimos los puntos de “C” por la ecuacién z=z (t) = x (t)+ iy (t), “z” es continua porque es la
suma de dos funciones continuas.

Arco simple

Un arco es simple siy solo si su funcién aplicadas t1y t; son diferentes z t1# z t) = t1 #b.

ow_n

Cuando es arco simple, excepto el hecho de que z(b)=z(a) se dice que “c” es una curva siempre
cerrada.

INTEGRAL COMPLEJA
L.- es una curva suave en D

Empieza en Ay terminaen B
se

X(t)=x(t)+ iy(t) ast<p no

W=f(z)= u+iv

Coseno

fzdz=(u+w)(dx-+idy)=(udx—vdy) +ilds )
L L L

Se separa la parte real y la imaginaria
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B
[uxt,yt x't —vxt,yt y' t]dt
a

B
+ifvxt,ytxtt—uxt,yty't ]dt

a

Cuando derivamos Z

zlt:xlt+ylt N uxt,yt =uzt

Entonces aplicamos la regla de la cadena

B
fzdz= fzt*z'tdt
L a

Cuando es a trozos

n

f{zdz:: f}ZdZ

K=1 LK

fzdz=— f(z)dz
L -L

Propiedad a,B constante

2.— af z+Bopzdz>»a fzdz+ B pzdz
L L

3.—fz <pu pwazel=>|fzdd<ul

Con | longitud de L

Ejemplo

dz

LZ — 20
z—2y=0é" 0<t<2m
z=&3
&#
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2

miSelt g el g T gr=ion

o Se &

0 0

Donde la L es la circunferencia que tiene por centro el punto zgesta orientada en
sentido contrario a las agujas del reloj.

2n
=> (z—z'dz= (@
L 270 2 intlt

B g © T
0 0 l(n+1) 0

eintlt —cosn+12r+isinn+12n

3.2 TEOREMA DE CAUCHY.

Si la funcidn f(z) es analitica sobre una region D simplemente conexa entonces la integral de f(z)
tomada a lo largo de cualquier contorno cerrado suave a trozos o pertenece a D es igual a cero.

Conexo a la region D se denomina simplemente conexa si toda curva cerrada continua adjunta
trozada en D limita cierta regidn G, pertenece por completo a D

0 -> contorno suave a trozos

a) [72"dz=0n=0,1.2, ...
a

b) [e’dz=0

o) [a’dz=0(a>0)

d) [ sinzdz=0e)

J ,cos z dz=0f)
Jsinhzdz=0

g) J coshzdz=0

Funciones subintegradas son analiticas sobre el plano z, estas tienen las derivadas continuas en
todos los puntos z del plano complejo.

Supongamos que una region D de un plano complejo esta limitada por un contorno suave a trozos
compuestos los puntos de D queda a la izquierda ent. Para la funcidn f(z) analitica sobre D tiene
lugar la igualdad faf zdz=0,(dreac =01+ 03)

Teorema: Supongamos que una regién D esa limitada por el contorno exterior ¢ orientado en el
sentidocontrariodelasmanecillasdelrelojyporloscontornosinterior 1,072,073, ....,0n0rientados en
el mismo sentido y supongamos que sobre D esta dada la funcién analitica f(z).
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n

fzdz: deZ
o K= IK

Encontrar el valor de la integral C1el segmento de la recta que une a 0, B que va de z=0
hasta z=2+i

Ir= fcl z%dz B

7=2+i 2+i

Z=X+Yi 0

z=2x+y => y=mx+b =>y= Ly=> 2y= x
2

Z=4F 4~y =>7Z=3/ 4/
dz=2dy+idy = dy 2+1i
1 1 1 1
By +4iy?) 2+idy=2+i(By*+4iy>)dy=2+i[ 3y*dy +i H7d)]
0 0 0 0
i4y3 1 4 2 11
3 0 30 3 3 3
Después se toma la trayectoria de integracion C, en el contorno 0, A, B
1 2
[ 2dz=[ 2dz+ Ak B
6 04 AB
H 2+i
l.—z=x+yi => zx =x 0<x< 2
2.—Z=X+yi => Z=2+yi == dZ=i§7 e (2,0)
Joatdx+ [ 2+ ydi u=2+yi 0 A
0 0
dety
2 ! 39 24y 1 23 03 2+i3% 2% 2403 2411
0 0 30 3 0 3 3 3 3 3 3

Nota: como la regién 1=2 por lo tanto va a ser igual a un contorno cerrado

El contorno 0, A, B

ot
Zt = 240 t-2
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Sea f(z) una funcidn analitica en una regién cerrada simplemente conexa D provisto de
una frontera suave a trozos L entonces se cumple la formula de cauchy.
1! fzdz
Z20=., — —w - B=DPUdD
fz 2mi (z - z)"h
Nota: conexa region

La regidén Dse denomina simplemente conexa si toda curva cerrada continua autodisjuntatrazada

en D, limita cierta region “g”, perteneciente por completo D.

Donde zg es un punto cualquiera dentro del contorno Ly la integracién se realiza en el
sentido positivo

3.3 INTEGRACION DEL TIPO CAUCHY.

g 1
La expresion f zo=, . {,

limitada por el contorno L orientada positivamente se llama laintegral de cauchy si zg dentro de Lla
integralseraigualaf(zg).

fzdz

AA]

donde f(z) es la funcién analitica en la regién cerrada D

z

Si zgesta fuera del L, zofuerade [, sobre D entonces la integral de cauchy serd igual a cero.
) ) Z‘é)

Encontrar el valor de la integral de G(z) alrededor del contorno cerrado 2i
simple |z-i|=2 en el sentido positivo (T
1 \./
z = —-
g Z+4 T =
1

(z+ 20)(z — 2i)

A 2i
1
Z =
g zZ+
2i
9@
z—21
1 1

Zylentrodel,loste
(z420)(z=2i) ~ z+2i L

z—21 z—21
MH 0
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R 1 1 1 n 11
920 I = ) A7 i B2= ) 2M=> g 2=00 20 = g1 00T i

3.4 TEOREMA DE GREEN.

Cumple la igualdad

uleid= iy

R

Si una funcidn es analitica en cualquier parte del dominio simplemente conexo entonces todo
contorno cerrado C dentro de D entonces se cumple lo siguiente.

fzdz=0
c
El contorno simplemente cerrado se puede sustituir por un contorno arbitrario cerrado C, que no

necesariamente simple

Se denota a C como un contorno cerrado simple y a Cjcomo un numero finito de contornos
cerrados simples interiores a C. y cada C; no tiene puntas en comun o interseccion con los demas
entonces fc f zdz = 0 se denota por la frontera orientada en la direccién positiva

3.5 DERIVADAS DE FUNCIONES ANALITICAS.

Si una funcién es analitica en un punto sus derivadas de todos los ordenes existen en ese punto y
son también analiticas alli.

Teorema.- si una funcidn es analitica en un punto entonces las derivadas de todas las ordenes son
también funciones analiticas en ese punto.

Entonces la integral de cauchy puede verse de la siguiente forma.

3.6 TEOREMA DE MORERA

. .z zZ
La derivada de la funcion f z = fj(?ds existe en cada punto de cualquier dominio

simplemente conexo D en el cual f(z) es analitica f' z = f(z) estamos derivando la integral.

-184 -



MATEMATICAS SUPERIORES

Teorema: Si una funcién f es continua en un dominio simplemente conexo “D” y si para cada
contorno cerrado simple C que se encuentra en D y tenemos fcf z dz = 0 entonces “f” es

analitica en todo D.

3.7 MODULOS MAXIMOS DE FUNCIONES

F es unafuncién analitica y no constante en un disco abierto z— zy <rconcentroen zysi C es
cualquiera de los circulos z — zg <1 y 0 < r < rg, cumple con la integral de cauchy

fz =_ fzd , . e .
0 A por la trayectoria Cy una representaciéon paramétrica de la misma
1 zZ—Z0

26 =zy+re? porlotanto f zy = L 02n @+8D

2mi

3.8 TEOREMA DE LIOUVILLE

Si f es entero y acotada para todos los valores de z en | plano complejo enero f(z) es constante.

P . . o
SanP,Q, 33 - uniformes y continuos en una region siplemente conexa R cuyo contorno s una
y )

curva simple cerrada C entones.

aQ 0P
RicRy= 9x ~ oy dxdy

¢ R
Comprobar el teorema de Green en el plano para 2xy — x?dx + x + y*dy

2

Siendo C una curva cerrada que limita la regiéon y = x? . x = y?

Con y=x"2
=> 2xx*> — x?dx + x + x**dy
=> 2x3 —x? dx+ x+x* 2xdx

1 1

=> 2x3—x%dx+ x4+ x*2xdx

0 0
26 31 28 2x6 1 2
=>__+2 — = ==
2 307376 0 3

c 2y—x° dx+x+yPdy x=y"=>dx=2ydy
1 1

2yy? — y2 2 2ydy+  y*+yidy
0 0
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=>f01 2y3 —y* 2ydy+ Of 2y*dy => f01 (4y* —2y°)dy + g 2y*dy

7 17 35-34 1

6 15 30 30

3.9 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

UnpolinomiocualquieraP z = ag+a1z+ azz?+...+a,z" cona; 0,n>1 tiene aldémenos un cero es decir
existeunpunto zgtalque P zg =0

ZZ4+41=0=> z4+1241=0=> z+1 z—1 =0
El valor de zo = +i

EmplearelteoremadeGreen y?dx+4xydydondeCeslacuervacerradaqueconsta del arco de la

paravolay = x? desde el origen hasta el punto (2,4) y el segmento rectilineo de 2,4 al origen
donde esta es le regién con la frontera C.

3.10 SERIES DE POTENCIA

Seafunafunciénanaliticaenundiscoabierto z—zy < R, centradoen zgyderadio R > 0. Entonces, en
todo punto z de ese disco f(z) admite la representacién en serie

(0]

fz= Ci(z~ z0)" [1]
k=0
La serie *1+ converge uniformemente sobre el circulo |z|< P es igual |z-0|< P si sacamos su

modulo. F(z) tiene sobre el circulo la derivada continua f(™), se puede calcular derivando la serie
[1] termino a termino, las suma de las series de potencia es na funcién analitica en el circulo de su

f¥(20) ,
convergencialosnimeros Cj= pr (k=0,1,2,.......) con esto se demuestra que la serie
de potencia es la serie de Taylor, la formula se puede sustituir por:

1 f(2)

Cv= i L-(ﬁ)olﬁ—i—ab donde  (k=012......)

Donde L es el contorno arbitrario orientado en sentido positivo
Teorema: la funcién analitica f(z) en el circulo se desarrolla en una serie de potencias
convergentes hacia ella segun las potencias z — zg
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*EJERCICIOS DEL BLOQUE

1) Determinar el dominio de analiticidad de la funcién f y aplicar el teorema de Cauchy-
Grousart para demostrar que

[ f(z)dz=o0Cuandoel contornosimpleCeslacircunferencia |z| =1ycuandofz = ’

La funcidn es derivable en todos los puntos #z=3 ... el contornoy la regién e analitica por teorema
de Cauchy-Goursat f es analitica en toda la regién

2) Evaluar cada una de las integrales siguientes donde la trayectoria de integrales es un
contorno arbitrario ante los limites que seindican
s
14i
a %( Dz dzﬁ ) z . z
. —1l+e +e

=>e?coszdz+ie*senzdz = + ( )

0 2 2

(o)
b) [ z—2)%dz
Z
> (B-622+12z—8)dz= — 28+ 622 —8z|?
1 4 !
4 1
= 1—2(3)3+ 6(3)* —8(3) — ;-2+6-8

81 1 16
= ——24+54-54-24 — _——— =0
4 4 4

3) Encontrar el valor de la integral de g(z) alrededor del contorno cerrado simple |z-i|=2en
el sentido positivo cuando

a) gz =
7244 1 1
tenemos— = z+42i = ~
z—i  zHi l'f 2
. gz o1 1 T
gz 2m=m >g2i= 4—i—z+2i—dz +
1 Z—Zi \-/
T T =
1 p T
= z =
72+ 4 2
gz = :
b) (ZZ+4)2

1! fzdz
21‘?(2 Tz )n+10
nota: utilizamos la misma grafica del ejercicio 3) a.

usando Cauchyf zp =
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B 1 B 1 B 1
z+i z—1i (z-)?z+i? o= e
e
1
-2 1 1 1 (= 2m T
(—2i + 2p 32i 320 2mi(z— 20)? 32i 16

4) Hallarelvalorde fczdzcuandoCesIa mitad de laderechadelcirculo |z | =2, desde z=-2i a

z=2i
. T
z=2e? — <6<
2

2

Ertoncese? = 0y L= i ?ﬂlszZe‘ﬂZeedH -

™
~

Notar que cuando un punto z esta sobre el circulo |z|= 2,

se sigue que -2i

4 ,
zz =4 o sea, z = "luego el resultado |= 47i se puede reformular
VA
b=
Cz
5) SeaCelarcosemicircularz=3e? (0<6< m)desdeelpuntoz=3hastaz=-3.
Aunque la rama de la funcién multivaluada z1/2 no esta definida en el punto inicial z =
3 del contorno C, laintegral

1= 7zY2dz
c

De la rama existente, sin embargo, porque el integrado es continuo a trozos sobre C.
observamos que cuando z 6 = 3e' los limites de la derecha de las componentes
reales e imaginarias

_ 0 6
fz0 = 3e?/2=3cos ;+i 35en; 0<6<n)

En8=0son3 50, respectivamente. Por tanto, f z 8 es continua en el intervalo

cerrado (0 <6 < m) sisedefinesuvalorend=0como3

T g B T g3
= 3e23e%de=33i ez daeo ¥
0 0
C
w63 2 83 . 2
foez b= Zez’ﬂo_ §(1+i) . )
Y finalmente I = —2 3(1 + i) : ° :
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1/2

6) SeaCel mismocontornoyz/“lamismaramadelafuncidnraizcuadradadelejercicio 5. Sin

conocer exactamente el valor de la integral, se puede probar facilmente que

71/2 a< 3 3

CZ2+1 8

Porque cuando z es un punto de C, |z|= 3; y se sigue que
_if _
z1/2= 3e2= 3722+1> z?°-1=8
En los puntos de C en los que el integrando este definido.
Por consiguiente, en esos puntos
Z1/2

72 +1

<M

Donde M = como la longitud del contorno es L = 3w

© Wi

la cota anunciada para el modulo del valor de la integral es ahora consecuencia de la
propiedad.

7) Verificarelteoremade Greenenelplano xzycdx+ (3= xy?)dy dondecesla

frontera de la regién que encierra los circulos x? + y? =4 " x2+ y2 =16
Primero encontramos las derivadas parciales
a 3 dv 2A ou —0v 2
— = — X— —_— = — = = _—= X
a y 39;_ dy y ay Dgy dx
Aplicamos Green f;[ (vx +vy)dxdy

1] Ex—sdyicDonent-sd

&y
a9
== yzmﬂqﬂ——a_x Q;_
® 06
_ senb
) 10

2m 4

soeta=  Adbs

G&\ i

2m 4 21
T
—Pdr = ——]Z
0 2 0 4
2m
21
—-60d6 =—-600]y = —60 2 =2m 60 =120m%
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8) Hallarelvalornuméricode [ ((02'34))2y+x2 dx+ (3x—y).Alo largodea)

la parébolax=2t,y=t2 +3;

26243 4 2t22dt+ 32t — t2+3 2tdt= 24t>+12-2t3— 6tdt=
2
t=0 0

b) las lineas rectas desde (0,3) a(2,3), vy=3,dy=0

2 2
44

6+x*dx+x—30= 6+x2dx=  __

x=0 x=0 3

Luego desde (2,3) a (2,4), x=2, dx=0

4 4 5
2y+40+6—ydy= 6—ydy= =

y=3 y=3 2

44 5
Entonces el valor buscado = + 3= 1%1

9) Verificarelteoremadegreenparaelplano 2xy—x? dx+ x+y? dy
Donde c es la curva cerrada de la regién limitada por y = x>y y? = x

Alo largo de y = x?
1

1
202 — Dbt (2= 2P+ R4 2 =

x=0 0

ol

Alolargo de y?=x
0

0
2y y =y Hdy0H+ 0P +ydy= 42 +27dy=—17/15
1 1

y=
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SERIES DE FOURIER BLOQUE IV

4.1 FUNCION PERIODICA.

Se dice que wuna funcibn f tiene un periodo 7 si para Z

VZeDf z+t =f zTdepaditin

Ejemplo de estas funciones es el Sen porque tiene periodo de 2w, 41, 6 Sen 8+2m =
Senb.

4.2 SERIE DE FOURIER.

Sea f(x) en intervalo abierto (-Z, L)y fuera de este intervalo que tiene a f(x+2L)=1(x)
entonces f(x) tiene periodos Ly la serie de Fourier se define como:

[0¢]

nmx niwx

e T )

n=1

Donde ap, any bn se llaman coeficientes de Fourier. Donde:

1L i d 1 L nix

- —d - —d
an= [ fxs T b= fxm T
Si f(x) tiene periodo de ZL los coeficientes a,y b,se pueden determinar asi mismos
como:

_ 1 1421 nmx 1 L+2L nmx

a =_ , nex Z _ nx
noy), fxCos o & b= 1) fxSen . &G
L

lj LfodxceR

Las series de Fourier en Seny Cos definidas en el intervalo abierto (-, L) siendo par o
impar1 q?eda definida en la mitad1 d% otro intervalo abierto (-, 0). En el 1° caso:

e nrx

a,=J,f x Cos - ox by=T,f x Sen —— dx

Teorema: la serie de Fourier de f(x) se puede integrar termino a termino de a-x y la
X

serie que resulta converge uniformemente hacia [ . fxdx

BRI 1O 2502 S9™MD T 1 ESYPlp ceprde, L L)y ay xestdn en el

a a a
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Teorema: Si cada término de una serie infinita en (a, b) y la serie es uniformemente
convergente a la suma en este intervalo f(z), entonces

1- £(z) es también continuaen el intervalo
2- Laserie puede ser integrada termino a término estoes:
a * b
an(z) dz = an zdz

b a

n=1 n=1

En cada término de la serie infinita tiene una derivada y la serie de derivadas
converge, entonces la serie puede ser diferenciada término a término esto
es:Escriba aqui la ecuacién.

4.3 NOTACION COMPLEJA PARA LAS SERIES DE FOURIER.
Pakycefilrd =CoH+HSe¢ =SaP+Cafentonces la serie de Fourier

1 L in Ttx

——dxX . . .
paraf x = . tn€ Ldonde c,= , f_L_f(x)eL Si f(x) es discontinua en x el
f x+c +f(x—=c)

1° miembro se sustituye por

4.4 CONDICIONES DIRICHLET.

Supdngase que f(x) esta definida y es uniforme, excepto el numero finito del intervalo
(-L, L).

f(x) es periodica fuera de este intervalo con periodo 2L

fxy f x son casi continuas en -L, L)=> la serie de Fourier con coeficientes any bn
convergen hacia

a) f(x) sixesun punto de continuidad

f xtc +f(x=c)

. —C) . . . .
b) convergen hacia si x es un punto de discontinuidad
2

EJERCICIO: graficar f(x) {3 (0<x<5) -3 (-5<x<0) y encontrar el periodo
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En el punto 0 se indefine la funcién
3
Periodo:
f(x)=f(x+T) T=10 2serie=T
-3
fx Senx 0<x<m 0 m<x<2m
2m 3

a) Hallar los coeficientes de Fourier para f(x){0 (-5<x<0) 3 (0<x<5)}

b) Escribir la serie de Fourier correspondiente

T=0 2L=2(5)=10 f(x+2L) = f(x)

[oe)

nmx

. n_
fx=ay,+ a, cos T+ QﬁmT a=-" fx@ de
n=1

1 L 4 1 s Omx 1 s
a=T fas % =n=0 o] fx@ ——dx o fx0dx

Ny Lo 1o nmnx
:f_sodx:() A ;fOde=3 se suman = a, = 3 a= ;f_s &+

0Cos

15 nnx nmx

3 0 3 . 3 ..
Jy3Cos s ¥ [ @ 5 =t 5 Ging )=5 Sinnm

10 15 3 5 my 3

s — dx + M 3Sen— - J Sn — de=- —(Cos
bn: 5f—5 0Sin L 5 JO o 5 Snm 0 5 Snm
nmx 5 )=_3— Cosnm fx =ag,,+ a, cos MIX + p, sin X

5 0 5nm 3
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=233

fx=ap+ -—Sinnm(Cos —) —— Cosnm(Sen—)
n=1 °onm L 5nm L
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NOTAS

En las series de Fourier si una funcion es par, su desarrollo de la serie solo depende
del Cos y la parte del Sen la iguala a 0 es decir el coeficiente que corresponde al
Sen=0.

Si una funciéon es impar en la serie de Fourier depende del Sen y la parte del Cos la
iguala a 0 es decir el coeficiente que corresponde al Cos=0

El periodo de Sen nxy Cos nx donde n es un entero positivo es 21 /n.
El periodo de la 7an xes igual a 7.
Una constante tiene cualquier nimero positivo como periodo.

Series de Fourier de Sen y Cos de longitud media estas series son aquellas que se
presentan Unicamente en términos de Sen y Cos. Cuando se desea una serie de
longitud media correspondiente a una funcién es definida generalmente en el
intervalo (-, 0) que es la mitad del intervalo (-, L) lo cual recibe el nombre de
distancia media, en este caso la funcién se especifica como par o impar, de tal manera

que este claramente en la mitad del 1ntervalo (-L, 0) en este caso tenemos: an= 0
Xmn

"dxh=0a= ° — dx.
To@x — f(x)‘?,"os n ZJO L
Sila funcién £ es par del segmento (-a,a) entonces se cumple la igualdad
fxdx=2 fxdx
0

—a

Sila funcién £ es impar en el mismo segmento la funcién es

a

fxdx=0
—a
Para una funcién f(x) conperiodo
2 kr
= l_fox cos,, xdx bk=0 par
9 1 kr
= l_fox sen, xdx ak=0 impar
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Desarrollar la serie de Fourier de la funcién de periodo 2m fx =x* - <
x<m
fs 3 2
2 =2 =Zmw
0 3 3
2 % 2 kmlm 1 2 3 kn?
_ — cos _ -
ak_Zn 0 o dx—ﬂ coszidx
x x 0
1 3 2 km
km
— sin— — sin
2 0
3 km 3xX km 2,3 km
5, = (3smz—0 cos 2059
4.5 PERIODO.
La identidad de Parseval 1* {f x}dx = a + ® a2Z2+b 2 estaidentidadse
L —L 0/2 n=1 n n

establece de esa forma.

Si a,y b,son coeficientes de Fourier que corresponden a f(x)y esta satisface la
condicidn de Dirichlet.

Sea
ft=cosw;t+ sinwqt

Funciona para cualquier combinacién de seno y coseno. Esta funcion es periédica con
periodo T. Entonces es posible encontrar enteros m y n tales que:

W1T:27ml wp m
_ == —_
WzT =2mn w o, = n
Donde w;/w;es racional.
Ejemplo:
Ft t t
= COS— —
3 + cos 4
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1
wy =3

1
w; _=4
1
;T=27rm=>T=6nm
1
;T=2nn=>T=8nn

~T=6mm=8nn

m 8m 4

em=4,n=3 y

T = 24m

ft =cosl10t+cos 10+mt

n 6w 3
W1 =10t
w,=104+mt

2
10t T=2rm=>T = "

10t

271N
10+nT=2mn=>T= —
mhmen (10¢ + rit)

2mim 2mn

10t = (10¢ + 7t) =>2mmt 10 + 7 = 20mnt

m 20mt 10
n 2mt(10+m) 10+m
m
-'aronnmﬁmmeriodica.
f t
1
=100a05t=100 5 1 + cos2t
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BANCO DE EJERCICIOS DEL TEMA III (VARIABLE COMPLEJA).

1.- Separa cada una de las siguientes funciones en las partes real e imaginaria, es decir, u(x,y) y
v(x,y)

a) fz=2z*+3iz
2a+bi%+3ia+bi =2a?+2abi+b? +3ia+ib =2a%+ 2abi+P+3d—3b

u=2+r—-3b vi=2abi+3ai

z+i,z=(x+iy)
z

(HiY)+ T = (xriy)+ (L =iy,
X+1y X+ 1y X —iy

= (XHY) () = (x+iy) + (=Y
X —IXY + IXy+Yy X +Yy

H 2
. X Iy X° + X .
=X+ iy+— 2_y¥ =(x+ﬁ)+|(y—73%)
X +Yy X +Yy X +Yy
ui,y) =x+———
X +Yy
y
V(X' y):y_ X2 2
b) Y
d)
f(z) = z1/?
z )2<+2
seaz=x+iy"z =x—1iy L] :—1
z  x—iy
=>
1 2+ 2
fz=z2= X y = x+iy= x%+y?
x—1iy

-198 -



MATEMATICAS SUPERIORES

ux,y= x?+y?
vx,y=0

2.-si f z = z? + 2z demostrar que el

i1
VAnd ]

Z2427—2i—1 <e=2 72242241 -2i<e=> z4+412-2i<e=>—-e<z+12-2]
<eD—e+42i<zH+1%<e+42i=2z+1<e+2iDz=¢c+ 2i—1

lim f(z) =limz> + 2z =i*+ 2i= -1+ 2i=2i— 1

70 z-i

3.-Calcula el valor de los siguientes limites.

a) lim 2 _ @mjn? _én 16
zoén)4 z—z+1 —ér+ +l& . Tt %(1“)/2
@z=3)(zt) Q2=  _ (=3G) _ =39 4+ .
b) im; (iz—1)? N () (-1-1)? ST T A
2 2 4
z—1-i 2
C) ) limz_)lﬂ. z2-2242

Factorizamos

; 2 . P42
hmz—>1+i[ z—1+i ] = llmz_>1+i —1-i +z
z2-27+2 2 —1-i 422 —1+i 422
. 1
lim 5
z-=1+i 72— 1—1i

El limite de un cociente es el cociente de los limites

1

lim yo14; z— 1—i 2

Podemos escribir el lim,14;[z— 1 —i%como (limy14;z— 1—1i2

1

=Y

[im z—1+iz— 1—i 2
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@)= —— )

4
. . z|=1
4.- (@ +1) es continua en todos los puntos y sobre el circulo | | , excepto en cuatro
puntos, determine tales puntos.

f (Z) no es continua cuando (i +1) =0

p—

2*+1=0

2'=-1

z=+4-1

=z =y 1.2=-Lz = (=1)%, z = —(-1)3
1@

2:,2,,2,,12
No es continuaen 1’ 2773774

5.- Halla las discontinuidades de las siguientes funciones.
b)

32+4 _ o
o= Z-16 avatfumibtm cndoz=(20)6(—20)

c)f z =cotz

Para que sea continta sin z # 0
sin z = 0 Sucede cuando z =nrt

Por tanto f z = cot z es discontinua en z = nm

tanhz tanhxi tanhZ1 tanh+1

e) fla)=7ry = 4241 —1+1 0

=>f(z) es discontinua en +i porque en estos puntos se indefine la funcidn
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Diferenciacion.
1- Utilizando la definicion encuentra la derivada en los puntos indicados

a) fz=3z>+4iz—5+i , z=2

fothz—fz _ 324022441 z4+Az —5+i— 322 +4iz —5+i

f zo=lim =
f zo Az—0 ~ =

3(z 2 +20zz +Az % )+4iz +4ihz—5+i—3z 2 —4iz +5—i

Az

3z 2 +6Azz +3Az 2 +4iz +4ihz—5+i—3z 2 —4iz +5—i

Az
6zAz+3Az 244z , ] ] ]
= _Azbzadhzadl =67+ 4i=62+4i=12+ 4i
Az Az
2-itAz 4+ 2ti —i+20z7_ 1
P e A B A W X Bl & 7/ WS N e SR i
b) my Az = AT A
B S IVEN —i+24z7i +Az
5 [t = limi_=itaz = limi#
Az—fl)"" Az Az—0 Az Az—0 (—i+Az)Az
limiis! +20zi _ llm"’ZAZ_l i+Az

Az—0 (—i+Az)Az  Az—0 (i+Az)Az

f(z) =3z ?,z=1+i
3(z+Az)?—3z ?

f’'Cz) =1lim
Az >0 AZ
=
3(z+Az)?—-3z2 3 - 3 - 3 _ 3
Az Az(z + AZ)? Az(z)? Az(z? +2zAz + Az?) Az( 2)?
3z? —-3z2% — 6 zAz — 3AZ® AzZ(—6 z — 3Az ?)
_Az( z*+22°Az + 27 Az 2)_ Az(z* +22%Az + z°Az?)
E S
lim —6z—3Az" 6z -6
az—0 2% 4 D7°AZ + 2°AZ®  z* T Z°
pero
z=1+1
—6 —6 _ _j i
——0° _ 6 =§737_:§_(§__7_l _3 . 3i
—2+ 21 2 2i 2 2i " —i 2 2

C) @—+i) 1+3i—3—i

3. - Para cada uno de las siguientes funciones determina en que puntos la funcién no es
analitica. Determina la derivada en los otros puntos.

VA

a)fz =~

z+i
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MATEMATICAS SUPERIORES

La funcién f z =
Es discontinua en z+i=0
z=-i

Probemos su continuidad en este punto

—j =
f Zit
i
_ z
lim o
z>=izZ+ 10

No es continua en z=-i, por tanto no es analitica en dicho punto.

fz=""GrpE  @tip

3. DECIDE EN QUE REGION DEL PLANO ES ANALITICA LA SIGUIENTE FUNCION

b) f (z)= ze? = x+iy e . e = e* (cosy + iseny) = x+iy (e* cosy + e*iseny)
= (xe* cosy- ye* seny) + i(xe* seny + ye* cosy)

= _Z =oosy(e"+xe")—ysenye"7§”xe"oow+e"(y(-seny)+ cosy)
y

—;xex (-seny) -e* (seny + ycosy) — 3—Z seny(e* +xe*) + ycosy(e*)

=> Es continuda en todo el plano

c)f z =Sen2z = 2SenzCosz =2 Sen  xCosy +iCos xSeny Cos  xCosy +
Sen  xSeny

=2 Cos’ySen  xCos x—Sen’yCos xSen x+i(Sen ?xSenyCosy +
Cos  2xSenyCosy) U(x,y)
V(xy)

di
= 2Cos?y Cos xCos x+Sen xSen x —2Sen’y(Cos xCos x+

Sen  xSen  x)

=2Cos’y Cos ?*x+Sen %*x —2Sen’y Cos ?*x+Sen ?*x =Cos
Sen  %x(2Cos?y —

-201 -
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a
& 2Sen  ?x CosyCosy — SenySeny + 2Cos *x Gy

=2Sen  %x Cos’y—Sen’y + 2Cos 2x Cos’y—Sen’y = Cos 2x +
Sen  2x(2Cos’y —

di
— =25en  xCos x —SenyCosy — CosySeny —2Sen  xCos  x(CosySeny +

d/C osySeny)

=2Sen  xCos x —2SenyCosy —2Sen  xCos  x 2SenyCosy

=2SenyCosy —4Sen  xCos x = —8SenySen  xCosyCos x

dv
T 2SenyCosy Cos xSen x+Sen  xCos x + 2SenyCosy Sen  xCos
X Cos xSen «x

=2SenyCosy 2Cos xSen  x + 2SenyCosy 2Cos  xSen «x

=8SenySen  xCosyCos x

du dv

& - &
Se cumple C-R, Sen2z es continua por lo tanto es analitica en todo el plano
4.- Demuestra que la funcién f x + iy = x% + iy3 no es analitica en ninguna parte.
u=x? v=iy

— =) =
dx X ay

A

No se cumplen las condiciones de C-R por lo tanto no es analitica.
-203 -
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5.-Demuestra que si f z y g z son analiticas en una re%éqn’];{Edl\e/{%I’grllg
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d .
bl— f(D)?=2fzf (D)=fz=fz,ygz=7°
Si utilizamos la regla de la cadena

gfzfz=2fzf(2)

c)

d -1_ -2 /
L@ = @} f(2)

Ubnlidubatn
dw dw d d, , .
Sea =f@w=g( ) => —=—r—=g( 4 => g(F@) *f@ -
At
—f@}y 7= f'(2
6.- Demuestra que
d
= (7241V1/2 = z
0=, 41/ =
= 1/2(z%+1)-'/? (22)
-y 1@z _ z - z
2Z24+112 (22+1)Y/? (Z2+1)1/?
d 2 2242
d —Inz*+2z+2= .
V4 z
+2z+42
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d 1 dw 1
Seaw=z7*+2z+2 - _Inw = = 2742 = 2z+2

04 w& Z2+2z+2 7242742

Otraformafz =z%+2z +2 - fﬂ@dzzlnfz +c
f(@)
f z =2z+2 > 22 In(2+22+2)
72 +22+2

INTEGRACION

1. Evaluar

a) [ /4 &= —ie" o
0 0"
o0

Je‘“dt

o0

ot

2. Para cada arco Cy funcién en los ejercicios 2-5 encontrar el valor de fc fzdz
Después observar que C es un contorno y f es continua en tramos de C

a)

f(2)dz

Cc1
dne  fo=y-x-34

El tramo OA :
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f(z)dz = yidy = i ydy = 2
oA 0 0

sobre el lado AB

1
f(2)dz = (1—x-—i3x? )ldx =
8 0
1 1
1
(1—x)dx—3i x*dx= =i
2
0 0

Resulta entonces

f(@dz=

Cc1 2

c)f z=z—1yCesunarcodesdez=0 asta z = 2, que a

ii) El segmento 0 < x <2,y =0del ejereal

z—1dz= (x+iy—Ddx+dy= x—1dx,(porquey=0)= x — 1 dx
c [

_ #2_3x%2-2-2=0

20 0

2. Determinar el dominio de la analiticidad de la funcién f y aplicar el teorema de Cauchy-
Goursat para demostrar que

fzdz=0

a) Cuando el contorno simple C es la circunferencia |z| = 1 cuando

fz="

Tenemos una circunferencia de radio 1 con centro en el origen y Z0=3
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2 2
S50= [ dz —0=[“dz

2mi z—3 z—3

b4

La funcién es analitica en todo el plano complejo.

Considerando que 0 es una raiz de la funcidn, la cual no esta dentro de C por lo tanto la integral

vale 0.
1
fz) = ———
@ ’+27+2

:j 1 1 g
) Zreil= I(ZT)ZH z
c

2

Por otro lado las raices de (z+1)°+1
(z+1)°=-1
(z+1)=+-1
z=+4i-1
=>z=1-1,2,=-1-1

- Como 2 By no estan dentro de C, por cauchy

[ f@dz=0
d)
e)
foru
=>
tan(z)dz = Senz = apawt= grcT =
cosz

El teorema nos dice que si una funcidn es analitica en todos sus puntos entonces la integral
correspondiente es igual 0, por lo tanto:
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Para que una funcién sea analitica debemos derivar tal funcion y ver que no existe alguna

discontinuidad la derivada resultante a la tangente es igual:
sec’z

Esta funcidn es derivable en cualquiera de sus puntos por lo tanto la funcion tangente es analitica
entonces :

om0

6.b)

2m do

—_— -1<ax<1
o 1+ asenf ( ¢ )

Esta fdrmula de integracidn solo tiene validez si a=0

2/a dz
c 22 + QRifa)z—1

donde Ces uncirculo |z]| =1
=>

-1+1—-a% _ —1—-1-—a?
21=(———) 2=( ———)i.

a a

entonces si f(z) denota el integrando:

e 2/a
(z—2z1)(z—2z2)
al ser |a|<1,
—-1—-1-—a?
22| = (——) > 1.
|al

ahorasi |z1*z2| =1 entonces |z1] < 1.

¢(z) 2/a
fo= z—2z1 k= zZ—
z2

Por lo tanto z1 es un polo simple y

2/a z1—2z2
Bl=pl=
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NQ
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2/a & =2mibl= 2n
c 2%+ Qijap—1 1—a?

f)f z =logifz + 2)

el logi{z) esta definido solo paraz>0, z > 0,= log z+ 2 estara definidoparaz+2 > 0=z >
-2

dominio de analicidadn —2, 40

ahora el teorema, tenernos que esta en el contorno C = z = lesto es una circunferencia con
centro en el origen de radio 1

por tanto se puede decir que

z=zt =x+iy,>x=costy y=sint con0 <t < 2, portanto esta definido en el contorno
y sus puntos que no son analiticos no estdn incluidos en este contorno cerrado, por

tanto cumple el teorema = [ _, logifz + 2)dz = 0

3.- Evalua cada una de las integrales siguientes, donde la trayectoria de integracion es un
contorno arbitrario entre los limites que se indican.

a) f13(z —2)%dz

—+ 3-23  41.93 l—_1=0
3 3 =3 3
bf# af = 1—f+2i adz =1 (senzdz) = 1 (senm+2i)= (senmt20)
0 2 270 2 2 2
2k 3 3_11=0
of &) dz =
1 1 4 4
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5.- .- Sea C un contorno cerrado simple descrito en el sentido positivo y sea

g
o) B

Dem. Que 9(2) =67iz cuando z estadentrode Cy 9(2) 0 cuando z esta fuera de C
J. s+ 2s
“(s—z)’
Z,=1
n=2
f(s)=s’+2s= f'(s)=3s’+2= f''(s) =6s
f'(z,) =62
3
Bz 2 j S+ 2s
“(s—-2)
3
S+ 2S _ 6z
“(s—-2)

Y por teorema de cauchy si z esta fuera de C 9(2)=0

6.- Sea C la frontera del cuadrado cuyos lados se encuentran alo largode larectax=t1yy + 2,
donde C esta descrita en sentido positivo. Hallar el valor de cada una de las integrales siguientes.

C) zdz
2z+1
Je

sabemos que es analitica, por tanto es posible aplicar la ecuacidn de couchy

1 z 1 z = 2mi 1 f z N i f z
- - =___ T —= —TL=
fzo=,, 2+ MJ —— 1 2 1 EP—— con
[ C 2
2 2
I
_ 1
Zo= — E
VA z VA
= =

2z+1 z+° z—(—l)
2 2
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b/4
= —Ti
c 2z+1
tanifkz/2)
d)d)fc o dz
Cos _ Cos z_ @i d3 g _
ef 7, & = f(z—0)3+1 3 223 CoS =0 3 0 =0
z4
—
-~

7. -Encontrarelvalordelaintegralde g(z) alrededor del contorno cerradosimple |z-1|=2 en
sentido positivo cuando

- Z2—4 = z+420 z—2i

1
=29z =" yA0=2i
z+2i

, 1 1
-g 20 = =
2420 4

1

1 1 24+2i
> u =) 24z

=1 1
— [ —— dz
Znifl z2-4
1

2mi 242i
=1

7z =
b)g z2442

-210 -



MATEMATICAS SUPERIORES

1 1 di2
=] ] z—2i2z+2i2dz_J 2-2i2
=>n=12z0=2i
1 2 2 2 1
= ’ = 0= = — = -
2 = 1727 5 f20= o™ e 320
L 2mi 1 1
1 ;2 Tl T
— L —)_': 2—# - = ﬁdz
2w z— 2i2 32i z°t+4 16 z+4

8. Hallar el valor de

(2.5)
.f(0’1)3 +ydx+2y—xdy

Alo largo de
a)dey=x*+1
d=2d

f((15))3+(x2+1) dx+ 202 +1)—x 2xdx

©)

3+ (x%+ 1) dx + 2x*+ 2) — x 2xdx
(€Y)
©)

3+ (x% +1)dx + 4x3 + 4x) — 2x%dx
(€Y)

->f(1‘3}x3—x2+ 4x + 3)dx=

54 3 g2 11 1
=+ +35 —-(C——_+_-+31)
4 3 2 4 3 2

Alo largo de la linea recta que une (0,1) y (2,5)

ui

-1
=2

N
o
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S5=202)+b
y=2x+1

dy=2dx

@
3+(@2x+1dx+202x+1)—x2dx
©
)
3+2x+1dx+8x+8—2xdx
O]
@
(8x + 12)dx
O]

= 4(2)2 +12(2) —(4x 0 2 +12(0))

=40

(6+x¥)dx + (3x—3)0=
0

xXx=

2
(6+x2)dx =44/3
=0

xXx=

4 4
2y+4)0+(6-y)dy= (6—y)dy=5/2
y=3 y=3

Entonces el valor buscado =44/3 +5/2 = 103/6
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(2,5

c) J g By de+y—y

Por ser dos trayectorias se divide en 2 integrales que al sumarse nos da el resultado

1 parte

(0,5)
3x+ydx+Q2y—x)dy
(0,1)

y=y vy x=0

dy=dy dx=0

©)
3x+ydx+Qy—x)dy=

M

®) 2y% ¢
Qy)ydy= __

—25-1=24
) 1

2 parte
(2,5)

3x+ydx+Qy—x)dy
(0,5)

y=2 Yy X=X

dy=0 dx=dx

@ @) 3% ) 2
3x+ydx+(2y—x)dy= 3x+2dx= __ "+2x =64+4=10
© © 2 0 0

(2,5)
—>f(0'1)3x+ydx+ 2y —x)dy=24+10=30

d) las lineas recatas desde (0,1) a(2,1) y luego desde (2,1) a (2,5).
Por se dos trayectorias se divide en 2 integrales que al sumarse nos da el resultado

1 parte

21
3x+ydx+(2y—x)dy
(U]
y=1y X=X

dy=0 dx=dx
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@ @ 3x
3x+ydx+Q2y—x)dy= (Bx+ Dax=

2 %2 _642=38
©) ) 2.0 0

2 parte

(25)
3x+ydx+(2y—x)dy
@1

y=y vy x=2
dy=dy dx=0
®) ®) . 5
3x+ydx+Qy—x)dy= 2y—2dy=1y*" =2y =24-8=16
) () 1 1
(2.5)

= 3x+ydx+(2y—x)dy=8+16=24
(CAY)

10.-Hallarelvalornuméricode (x?—iy?) dzalo largodeal)la
paraboladey = 2x?desde(1,1)a(2,8).

28) 5
((1’1)) X—iik Tal que y = 2x?

2
—>i (x*—2x%)6zdz
1

Sibz 22 @ = =—i6z T+i6z
13 3 3
b) las lineas rectas desde (1,1) a (1,8) y luego desde (1,8) a (2,8),
b
fzdz= fztz' tdt

a

Dondelacurvac:=zt=xt+iyt,tV]a b)

La primera curva parametrizada es
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xt =1yt =t tV)[18)
La segunda curva parametrizada

xt =tyt =8 tV][L2)

8 2
1+ t?dt+  t? — i64dt
1 1
t3+l_t_ 512+18 1+l_511+7
375 73 3 3
£_ 64i ° 128i - 7 _64
_— Iit=—— l— — —Hit= —— l
3 3 3 M= 3
511 7 518 _
=—+-—64i+7i=——>57i
3 3 3

c) lalinea recta desde (1.1) a (2,8)
[ﬂ f(2)= f (z(t)).Z'(t)dt

Donde C: 2= Z(t) = X(t) + iy(t)’t[a,b]
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x(t) =t

yt)=7t-6

=
z=z(t)=t+i(7t-6)
() =1+1i7

f(z(t) =t>—i(7t-6)

=[ - [ ¢ -iat-6)Ha+indt
= [t —i(aot” ~8at+36)(1+ i7)at
= [ @ ~aoit” +84it - 361)L+ iT)c

2 2 2 2
= th —49it +84it—36i+i7t +343t —588t+252dt

2 2

= L 344t —42it +84it —36i —588t + 252dt

= %ﬁ—mr% 42it — 36it — 294t 2+ 252t

= —_3;,44 +14i + 42i — 36i — 294 — 252 +? —-112i +168i — 72i —1176 + 504

_ =344
-3

518,
3

2753 882 756 3528
37373 3

1512

38|

+ +

2

11.- hallar el valor numéricode [ x2 —iy?> dzalolargode

b

z a2ty ndihpnz=t-H
dz
c

Entonces

G d (t2 +it) =

t=0

2
(t>+ it) 2t + Ddt =
0

2
(t3—it>+ t)dt = 10 —8i/3
0

c) las lineas recatas desde (2,0) a (2,2) y de (2,2) a (0,2)

z=x+1y
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z2+3zdz = (x+iy)> 4+ 3(x+iy)(dx+ dy)
c (@)

= (= +2yx+3x+3ly) diet+dy

= (x*—y*+3x)+i2yx+3y dx+dy
Cc

u=x*—y>+3x, v=2yx+ 3y

1 parte
2,2 2,2
(C—yP+3x)dx— 2yx+3ydy-+i 2yx+ 3y dx+ (0P—y2 +30dy
2,0 2,0
x=2, dx=0 y=ay, a=dy
2 2 2 3
7 52
Cay+3ydy+i —y2410dy =— 2P +i =7 Zi10y % =—1a4i”
0 . 3 0 30 0 3
2 parte
0,2 0,2
(CC—yP+3x)dx— 2yx+3ydy-+i 2yx+ 3y dx+ (0C—y2 +30dy
2,2 2,2
X=X, de=d y =2, dy=0

0 x3 3 0 0
0 0 3x 0
+i 4x+6d= o —4x + T +i2x? + 6x =—E —20
5 3 2 2 2 2 2 2 3
52 2 42 8
z2+3zdz = —-14+i "+ — Z—-i20= Z—i_
c 3 3 3 3
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12.- Hallar el valor numérico

= = = = _1
x2—x1 2+0 2
=>(x2-x1)-1=y2-y1 X=-y+1
=>(x-0)-1=y-1 y=-x-1
Z=y-1+i-x-1 dy=-1+i
2—i —i
[, Goihi |, 3—y+1ly+iy 2 (—1+idy
2-i 2-i 2-i
2—i 2-i 2—i 3 Y .
Sl B, dyayelf, B ot [HG) e |
i i i
:>-ﬁ + 8
8 .
L

b)Alolargodelacurvax=2t,y=1+t— t?

Los puntos (0,i) y (2,-i) corresponden a t=1y t=2 respectivamente

Entonces [3 2t 1+t — ¢22d¢ + (1 + ¢ — t2)2(=2¢ + 1)dt

=2[ Bt+6t2—682dt+ [ 1-202t*+4653 -3t —4tdt= — 1479
1 1

13.- Hallar el valor numérico de (5z* — z3 + 2)dz alrededor de
a) el circulo |z|=1

— Tenemos un circulo de radio 1 con centro en el origen cuya paremetrizacion es: 2mi

—* . .
Resolviendo la integran tenemos

[ 64 —2+2)dz

5 4
— *~_7—4 77 Evaluado de 2 a 0

5 4
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- 210 — 2_714% 41

- 21% — % 47 Es el resultado de la integral

4
2m

4
]Z-Hdaa'q.e();asx—CZé)dx+ (ysinx2x2’)dy=0alrededor de cualquier curva simple C. b) hallar el valor
numérico de la integral a lo largo de la parabolay=x2desde(0,0)a (1,72

Esta funcién es analitica sobre cualquier curva y dentro por tanto cumple el teorema de cauchy.

Se puede aplicar una de las variaciones de este método

z=zt= fzdz=F za —F zb ,as<t<bh Fz=f (2)

Cc

Por tanto en este caso

(y? cos x — 2e¥)dx + (2y sin x 2xe¥ )dy

x=xcb=cb y=xdy=2xh

(m,m 2

(0 cosx—2e")dbx+(2ysin2xe”)dy

0,0)
A T

= (r*cosx — 2¢ )dx + (2x%sinx — 2¢° ) 2xdx = (x*cosx — 2e **
0 0

+ 4x3sin x — 4xe* )dx = (4x3 cos x — x* sin x — 4xe*”
— 12x?sin x — 4x3cos x — 6xe* "+ 8x e **) |
0

= 473 cos T — m* sin 1 — 4me™”’

—12r2sint—4m3cos—6me™ + 8 " = —10me™ + 8 =—2me"

18.-Hallar el valor numérico de Z dz alrededor de z=0 a z=4+2i
c

x—iy(dx+d), xdx + ydy+, vk
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2 .2 2
=>y=0 00+ ydy +i J=0 0dy—y(0) = yzo}d)f-'z

4 4 4 4
= _oxXdx+20+i _ x.0-2dy=__ xdx+i, _,—2dx=838i

7 x=0

=>2+(8-8i)= 10-8i

19.- Verificar el teorema de cauchy para la funcion
a)3z%+iz—4

como la funcidn es polinomica es continua en C, por lo que no cumle el teorema de cauchy.

f (z) =5sen2z
b)

Como f(2) es polinomica es contnua en C, no cumple con el teorema de cauchy
20.- Verificar el teorema de couchy para la funcién z3 — iz? — 5z + 2isi C es,

b) Elcirculo z—1 =2

c= a la circunferia de radio 2 centrado en x=2

(22 —iz*—5z+2i)dz=0

z—1 =2

X =Xt =cost, y=yt =sint,con0<t<2m
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Por eso se puede deducir que es una funcion analitica dentro y alrededor del contorno cerrado,

por tanto cumple couchy.

21.-MOSTRARDIRECTAMENTE QUE [ ; :l.i

DE LOS SIGUIENTES CAMINOS C QUE UNEN LOS PUNTOS 3+4i Y 4-3i.

41 4 4-3i
a)Unalinearecta 62>+ 8izdz = 6z’dz+ 8iz dz
34 34 3+4i
| 3430 .,
\3,4u _hg : 3+ 4i + ¥4
L1l
LI 1
\ . =2((4 — 3)® — 3 + 40)3 + 4@
30)2-3+40)2
=238 — 266i
1 e’
27itz -2

22.- Hallar el valor numérico de siCes:

a) el circulo |Z| =3

b) el circulo |Z|_

a) Por teorema de cauchy
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f(z) =€
Zy=2
f(z,) =€’
z
f(ZO)_ 1_ - e_
S 2mvez—-2
z
o _ 1_[[9_
C2mivez -2
b) Como Zy esta fuera de C, la integral esO
1 e
— : =0

27Z'iU12—2

stz
26.- HALLAR EL VALOR NUMERICO DE (—,,;dz
c s
@ _aly@)
(z — zo )m+1 m! 7" 0
T _21 d?
_ Sen 7 p
- m=2 , 20= 1=2! d?z T
=? 670 i
61 Coistist Sr-S7 i
21
=4 16

17). Probar que si f(z) es integrable a lo largo de una curva C de longitud L finita y si existe un

nimero M positivo tal que |f(z)| <M sobre C entonces
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fe<ML

Por definicidon

n—oo

f(2)dz = lim F(eK)AZK
C

ahora

n n

fEWK < eI

k=1 k=1
n
<M |AZK|
k=1

< ML

donde hemos empleado el hecho que |f(z)|< M para todos los puntos sobre Cy que

n

|AZK|
k=1

representa la suma de todas las longitudes de las cuerdas que unen los puntos zy_1, z,, donde
k=1,2,3,....,n y esta suma no es mayor que la longitud de C

Por lo tanto tomando el limite de ambos lados es posible demostrar que:

fere< |fek

c c
20.b)
Hirdebrmixd Az n—234.dondez

c(z—a)"
=a avbioC
Entonces
& _ dz = _
cz—a)y rZ—ayt
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= e — —— 1  ro20-mmi_ -
en (1-n)i 0 (1-n)en le -1 1] 0

Solosi n * 1

Calcular las raices siguientes: 2i 1/2
7=2i

|2]=(22)1/2=2

a=T1/2

La funcidn

Ulxy)= 22
2

éEs arménica?

No debido a que la segunda derivada con respecto de X mas la segunda derivada con respecto de
Y noes igual a cero

f(z)= 2% + 2z

lim,_; f z =2i+1 = i? +2(i)=2i-1

Calcular: lim,—i/ (22-3)(4z+)/=(iz—1)?
> 2(0)-3) BO#NEG) - 12)

2 2 2
> (i-3) (3i)/(—(§) -1%)
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> (9i3)/ (-
- (18i-6)/-3

=2-6i

z—1—i li z—1-i 1 1
—— =11m i
z2-2z+2 zo1+i

z—1—i(z—1+i)_hmz_)1+i @-1+) (D)

b) liInz—>1+i

Halla las discontinuidades.
fz=tan z [/(2)*-1
lim,; fz =tan z/i?+1
- tan z /0

Es discontinua en i

z-2i 24-16
>3 2i4v+4/2i%-16
>3(16) + 4/16 — 16)

Es discontinua en z=2i

Derivar usando la definicidn:

a).fz =3z°+4iz—5+i z=2

_ 2z+i

b) f z _ z=—i
zZ+2i
S 2=
. 3(24+Az )2+4i 2+Az —5+i—12-8i+5—i
> limi 27 =
Az—0 Az
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Aimm'“lz Az+3 Az % +8i+4iA —5+i—12—8i+5—i_

z—0 Az

2 —itAz +i  =2iti
mi}i)(._l+AZ)+21_ —i+2i

Az—0 Az
N

—i+2Az =i
JimEA—L
Az—0 Az
N

—i+2Az i+Az
i . +
1mi‘
Az—0 Az
N

—i+2Azi +Az
limii—itAz
Az—0 Az
N

—i+ 2Azi+ Az

limiz}

Az—0 (—i + AZ)AZ

imi T2AZ
720" " (—i+Az)Az

..... 20-1 i+Az
Az—0 (i+Az)Az

Evaluar fon/4 éd

Como es analitica se puede usar el RFC caso complejo:

((e™)/i)1

12+4i
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F(z)=z-1y Ces el arco desde z=0 hasta z=2 que consta de

i) Elsemicirculoz-1=e? 0<Q<r,

ii) El segmento 0 <x<2, y=0 de ejereal
f(Q) = ie*?dQ

1ol
z'ezn'z

1
= eo— _——

2 2

Determinar el dominio y analiticidad de la funcion:

fz=
z—3

El dominio son todas las z tal que z=! 3, esa analitica en su dominio.

Evaluar:

N |~
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(x — 2)3dx

u=x-—-2

1. Utilizarlasférmulasde derivadas paraencontrar f z

a) fz=3z>-2z+4

flz=6z—-2
b) fz=(1-4z%)3

fz=31—-4722%8z

o fz=""
(z+1)
1 2z4+1 —(z—1)(2)
(2z + 1)?
Entonces
21—+ 3
(2z+1)% (22+1)?
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2 4

d f z= z#0

— (1420
72

—2 1
=1+ T 441+422322(7)

z3 z2
2(1+2zH)* 41+2%23(22)
- 2 + 72
2. Por definicidon
fz= 1 z#0

= lim B =_ "
Az-0 22 + 20z 2

Encontrar una funcién continua pero no derivable.

La funcion [z| es continua pero no derivable cuando z=0

Tarea 3.
1.

Determinar si

fz=xy+iy

Es analitica.

u=xy,v=1iy
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Entonces

i0

gz=re? (r>0,0<6<m)

Entonces

i

Te’=r e2=ToOS

ov
& y
v

—dl‘z = 0
g Oy
Nl

2 6 . .0
e2 =Ccos—tiexsin —;
2 2
o 0 & 4 & iy
0 -
—+le*51n; _ Tcosx2+y2_x2+y2 +lsmx,2+y2_ 27
6 . by ¥
r(cos 22 oS Zty? + isin 242 Sin 257
_ 0 Oy
u= 71 cos o 2T
, Sin )
y y
Oy Oy
VE ST T T
)2 sin
a 0rr?—itsin br_g r2xy cos ™
= x2+y2 x2+y2
d Ay
*
& Orr?—i%sin g r2xy cos ™

@ x 24y 2
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Calcular las siguientes integrales

a) [1202dt —_» expandiendo (i—i)z
1 ¢t t
Tenemos _ Z_i—l
t2 x
1 L 2i
2(_—i)2dt: - T 1adt
1t 1 Bt
2 2 2
l d=2i ldt— dt
T g2 1t 1
2 1 2
= t2dt—2i dt—dt
1 1t 1
-1
L ot
-1
1
== =2int—t
t
Evaluando de
1 . 1 . 1
—— —2inl1-1- - ——=2iln2—-2=—-— _=-2in2=-—
1 2 2
T Qtﬂ
b) feeZdt=" -
0 20 0
Evaluando si e = cosx + isenx
1 T . T 3
— G tisen——1 = 1
2i 3 3 — -
4 4
o) J, ed
Usando e bz = e7bx
w0 b
e 7t = lim e %t dt
0 b g

-231-
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b —7zt
éz_e b
0 —z 0
54
lim £_P = _111m (1 — e™)
boo —TZ Z bow
1
=—5iz>0
VA

Verificar las siguientes reglas de evaluacién del modo propuesto
d
a) Usando la regla correspondiente al calculo real mostrarque - w(t) 292wt w(t)

Por regla de la cadena

. d 2 2
Si wpi= A cyandou =w xy B =2y
d di dx du
Sustituyendo

d
2(ux + iv(x)( - (u x +iv(x))
X
Diferenciando término a término
d d
=2(ux+ivx —(ux+i( —
( )( dc( ( dcv(x))
=2(ux+ivx (u x H _dcv(x))

=2ux +ivx (W x +iv'(x))
Siwt=ux+ivxnu x+ivx=(ux+iv(x))
2wt+w't=2ux+ivx - (U x+iv'(x))

b) Usar la expresion €= e cos yotd+ ie**donde zp=2xo+ iypes un nimero

fijo para demostrar que o=z

Sustituyendo
Lie"‘co'sty+ie”‘sentyz te™(costy+isen(ty))
dx
Si tenemos cos ty Lotx 4 B@f —_@)
& dx
Usando regla de la cadena como
d tx__ddi si u=tx N = eu
£ = di dx du
d d
(]Btyéx & H —_(ptx
- b Haty( ~(e™)
e*costy t d -isenty d 2
X —
- ~@)
d

-232-



MATEMATICAS SUPERIORES

Pty +ie@{ ) _
oy o)
sty ottty
= )

Probar que si una funcion w t = u t + iv(t) es continua en un intervalo de
a<t<b entonces

a) J‘b“ w—tdt=["wt dt
- a

Sustituyendo x=-t

a a b b
=—uxdx—i—-v(x)dx=uxdx+iv(x)dx
b b a a
b b b
uxdx+i v)dx = w(x)dx
a a a
—-a b
w-d= wirk
—b a
b) [wtdt=[wd(r) d (v)dr
a a
b b b
I= wtdt= utdt+i vtdt
a a a

Si sustituimos t = @(7)
B B
I= ud(@)@' tdr+iv@d(r)P tdr

B
=w@(r) 0 tdr

b B
wtdt= w@(r) @ tdr
a a

Dados los contornos C y las funciones f, usar las representaciones paramétricas

para C o para los fragmentos de C, con el fin de calcular fc f(z)dz
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fz :Myc es

z
a) Elsemicirculoz=2¢? 0<0<nr

1

@+ = 1454z
c z c z
2
= QU+

T
=2i (e?1)d6
0

=2 % 19 T—2ii4n+i =—4+2mo
2

b) El semicirculo z =2 1 <0 < 2m

21
. 7 +9)7r
=2i—i+2n—i—m =4+ 2mi

z4+2

)dz = 2i(__@
i

c) Elcirculo z=2e? 0<0<2nm

z+2 B 2n
Ydz = 2i(—
i t0),

c z
= 4mi

2.-fz =z—1 yCeselarcodesde z=0 hasta z=2 dado por

a) El semicirculo z =1 + e (m < 0 < 2m)

z—1dz
c
2 _ _
= 1+ -1 do
T
_; 2ne’29dﬂ . ei29 o
20 @

T
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1 . 1
:—6147[—92"[:2 51—1 =0

b) El segmento 0< x < z del eje real

= x—1ldx= _—x "= __2_0 =0

Sea el arco del circulo z =2 que vadez =2y z = 2i en el primer cuadrante, sin calcular la

integral probar que f—dz <=
21 3

Cuando z = 2

Tenemos z2—12> z2%2—-1= z2 -1

Sustituyendo 4 -1 =3

Tomando que ¢ = 1_471 =
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Sea c el segmento recto que va de z=i a z=1. Tendremos en cuenta que el punto mas préximo al
. . dz .
origen de entre los de ese segmento es su punto medio, demostrar que f . <4 2 sin
zZ

calcular la integral

Suponiendo que C = 2

N

SiM=4 n L=

Calcular estas integrales donde el camino es el contorno arbitrario entre los limites de
integracion

a) i_fze’” dz
Integrando directamente tenemos
el elz—e™  i+1 1+

le_ T T T

b) [™* cosif)dz
0 2

Por cambio de variable

z 1

— du =-dz
2 2

2 cosu du=2senu+c

u=

Sustituyendo by
a T = 2sen(T 4 0)
2 0 2
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S @ "
=2 eé ¢ —i(e'ze7— e 'z2e)
20
R 1 1
= —l— +ije= —+te=e+ -
e e
e
3 3
c) fl z—27°dz
Usando un cambio de variable
u= z—2 4d1=ck
3 u
uwdu =__
u
z—2% 1 1
4 174470

Sea B el contorno del dominio entre el circuito z = 4 y el cuadrado cuyos lados estan en

las rectas x = +1 y = 11, supuestos B orientado de modo que los puntos de dominio

queden
alaizquierda de B argumentar porque  figdz=0
Js
a) fz= —
3z%+1
El punto singulares z=+ 1__i
3
2
b) 7z = z+
! =) 2
z=2nm
n=0,4+1,42,.
z
o JSz=,
z = 2nri
n=0,41,4%2,.
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Siempre estan fuera de una o dentro de otra y el integrando es analitico en los contornos
entreellosporeso [, f(2)dz=[_ f(z)dz

Probar que

1+
zdz= g (1-10)
2

Donde Z’ se denota la rama principalmente z' = exp(ilogz) (z>0,—r < argz <m)

. T 3t
Z=epiogz(z>q <ag< ) _ —
2 2
Aplicando la anti derivada
| = A1 1 — 1 1i+1_ (_1)i+1

i+1-1 i+1
1

e itllogl _ e(”“]og{f@—l)

i+1
1
=_+—1 e 1 (In1+4i0) _ o i+1 (Inl+im)
i
1
= 1 — e "em
i

_1 +e™™ 1—i_1+e‘

T
i+1 1-1i ;=D

@ eslaposibleorientaciondelcirculo z =R R, sizesunpuntoencpg

& hRHO hR+o T+ hR
2- p = p = F
Si—nm<0<Tm
T+
M = R n L=2nR
RZ
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& eHR
— Zdz<ML=2n( )
¢ 22 R
N 1
s . R
lim = lim =—=20
R-o0 1R R-o L

Sea el contorno C completo orientado positivamente del semidiscoo <r<1;0<0<m vy
sea una funcién continua definida en este semidisco poniendo f(0)=0 y usando larama

0 hi4 3
= iz r>o0 ~ <0<
fz=re ( ) ?ﬂ)

a)ci=2=re0<r<1

fzdz= rdr= r2

b)c:2=1e?0<6<m

fzdz €2 ie®dd

w9 gow
=iez2df=i ez __
. 3i 0

2 1 2(1+')
= —i—-1=—— i
3

=2=ré"0<r<1

c)
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fzdz=— fzdzz—reiZ—ld?
8 s , 0
— 1°2
=i rdr=i r_= 1 _
0 3 0 3
Finalmente
fzdz= fzdz+ fzdz+ fzdz
2 c3
cl
Sustituyendo
=2 it1 +%i=0
3 3 3
e
a) —
Je 2 i
=2mi e ? =
2
=)
=2n
b) > 24z
Je
(cosz)
— 2248
z—0
a o 1 i
= 271l = 2Tl —=— —
28 8 4
d
o T s
Z
= 2 dz
z— (=)
z 1 i
= 27‘[15 z—% =2m —4 zZ=——
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d) fcos4hz dz

V4

cos z 2mi d3

] —m_o)_'_ a= ?@cos z

tan_

(z—Jnco)2

. Xo
= zmiseczsi—2<xo<22

Suponemos que la funcion f es analizar dentro y en el contorno cerrado en ¢

for . Jor __ for
c I ¢ (@—20)" ¢ (=29t
_ 21
fE _ for
¢ Z—2Zo . (z2—20)?

Con ayuda de la formula binominial probar que cada valor de n

1d"
€Z=7 -1 m = 0 1,2)
wE
I
Pz = 4 -1
7 o g
1 & " n
- K ZZn—Zk (—1)k
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o LE-nr=ty e
dz™ 2w (s=2)n *1
1 s?—1n
Py z=gm—
29+ i (s —2)"
d) -1 _ s—1ms41 " qn
(s_z)n+1 (S—l)n +1 = s—1
1 s2—12 i
P 1=
" 7Tk (s— D
n
= _1_1 s+1 ds
2"2mi s+1
=1tom=1 (n=0,1,2)
2n
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*EJERCIC;OS RESUELTOS:
1-[% 1— et -1 dt—Zifif = —2in2=— —tiln4
1 1 t

2 2
t t2
T e ot = 1 pud pud 3=, i
2-[reidt= ' e=""cos"+isinT—1 = T+ -
0 20 2 3 3 4 4

3.-Desde e™# =e7b tenemos que

= l}tmn_m 1—eb2= —Cuando z>0
t=0 z z

[&7# dt = limp s
0 -z

4.-f(z) =z-1y ces el arco desde z=0 hasta z=2 dado por el semicirculo z=1+ e <0 <21

Elarcoes C:iz=1+ e 7 < 8 < 2w entonces

2n 2 e i20 2m
_ _ 0 _1i00 40 — i 0i20 40 — i
z—1dz 1+e liedf=1i e“’do=i _Zi'n
c T T
1 . 1
= _pldm _ g — - 1-1 =0
2 2

5.-f (z) = 1y C es un contorno arbitrario desde el punto fijo z1 hasta el punto fijo z; en el
plano, ambos arbitrarios.

El contorno C esta parame trisadoporz=zta<t<b,dondeza =z1yz b =2z,

b
b

dz=zZ tdt=zty,=zb—za=2z;— 271
[
a

6.-f(z) =z—1y Ces el arco desde z =0 hasta z = 2 dado por el segmento 0 < x < 2 del eje real.

TenemosC:z=x 0 <x <2 Entonces

2
z—1dz= x—1dce= _xé__x =0
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7.-Ceselarcoz=—1—ihastaz=1+ lialolargodelacurvay=x3,y
1, sy<0
fx= 4y,aj)1]>0

Ci:z=x+ix*-1<x<0yCrz=x+ix30<x<1

Usando fz=1enCiyCy:z=x+ix30<x<1

Tenemos [ fzdz+ [ fzdz=["11+ i3x? dx+ [ 4x31+ i3x2dx
4 G -1 0

0 0 1 )
= dx+3i x2dx+4 x3dx+12i x°dx
0
-1 1 0

= x % +ix3 % +xt H2ix O l=14+i4+1+2i=2+3i

8-fz="" yGdamitn =2 (s

Sea C el semicirculoz=2e? 0 <0<,

tenemos
Z+2 2 " 2 "
dz=[.1+ © dz=1+  2ie =i
fe— IE Z P dd=2i(e +1)db
0 0
eif m
=2i—+0 =2i(i+m+i)=—4+2mi
! 0
z+2
9.-fz=" Vkenitniz=2" (T

Sea el semicirculo z = 2e T < 627

z+ oif 2
Je 2 o +0 =2i—i+2n—i—7 =4+ 2mi
dz=2i L -

V4
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mzﬁgl .,Zl 2 (s

Circulo complete z = 2¢? (0 < 6 < 2m)

z+2 .
En este caso JC —dz = 4mi
VA

-245 -



MATEMATICAS SUPERIORES

Bibliografia

Campbell L. (1996) Ec.
Diferenciales con
valores en la Frontera,
México D. F. Mc
Grawhill

Churchill (1984)
Variable Compleja y sus
aplicaciones, México
D.F. Mc Graw hill.

Colwell P. (1976)
Introduccion a las
Variables Complejas,
México D.F., Ed. Trillas.

Fulks (1978) Calculo
Avanzado, México D. F.
Limusa.

Haaser N. (1989)
introduccion al analisis
matematico, México
D.F, Editorial Trillas.

Rainville (1974)
Ecuaciones
Diferenciales, México
D.F. Interamericana.

Swokowski (1982)
Calculo con Geometria
Analitica, Boston USA,
Iberoamericana.

Piskunov (1977
Calculo, Moscu Rusia,
Mir.

Wunsh D, (1977)
Variable Comgleja con
aplicaciones, Bilbao
Espafa, Pearson.

- 246 -



	TEMA I: CÁLCULO DIFERENCIAL (Matemáticas Universitarias I).
	BLOQUE I: FUNCIONES.
	BLOQUE II: LÍMITES.
	BLOQUE III: DERIVADAS.

	TEMA II: CÁLCULO INTEGRAL (Matemáticas Universitarias II).
	BLOQUE I: INTEGRAL.
	BLOQUE II: TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN.
	BLOQUE III: SUCESIONES Y SERIES.
	BLOQUE II: FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA
	*EJERCICIOS DEL BLOQUE 187
	BLOQUE IV: SERIES DE FOURIER.

	TEMA I CÁLCULO DIFERENCIAL
	FUNCIONES BLOQUE I
	Ejemplo: Encontrar la gráfica de la función g(x)=√(2x+4)
	2. Hallar el dominio y la imagen de las siguientes funciones. a)f(x)= |x| b)f(x)=  𝟕 − 𝒙 − 𝟏
	4. Determine si la función es par o impar o ninguna de las dos a)g(x)= x(x-1) ninguna de las dos

	1.3 IGUALDAD DE FUNCIONES
	ii)
	iii)

	2.3 LIMITES LATERALES.
	ii)
	iii)
	con g(x) ≠ 0

	EJEMPLOS:
	2.4 CONTINUIDAD.
	i) f(x) ∃
	ii) f  g es continua en a.

	2.5 CONTINUIDAD LATERAL.
	2.7 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO.
	2.8 PROPIEDADES DE LÍMITES.
	= = 0
	TEOREMA:
	TEOREMA:
	𝑎 ∇ 𝑅 lim 𝑓 𝑥  = 0  lim
	ii) C   >   0   ^   f(x) ->  0 atravéz  de  valores   negativos
	= −∞
	= −∞
	TEOREMA:
	𝑐 𝑐𝑡𝑒 → lim 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  = −∞
	𝑠𝑖 lim 𝑓 𝑥 = ∞lim
	1
	EJERCICIOS DEL BLOQUE II: LÍMITES
	−1
	𝑓′(𝑥0 ) =
	−1
	Una función es diferenciable en un Punto x si solo si
	3.3 OPERACIONES DE DERIVADAS.

	𝑥 =
	5) Si
	TEMA II CÁLCULO INTEGRAL
	INTEGRAL BLOQUE I

	1.2 Partición.
	1.3 Suma Superior y Suma Inferior.
	1.4 Proposición.
	1.5 Integral definida.
	1.6 Sumas de Riman.
	1.7 Refinamiento.
	1.8 Integral.


	EJEMPLOS:
	EJEMPLOS:
	1.9 Propiedades Fundamentales de la integral definida.

	EJEMPLOS:
	EJEMPLOS:
	EJEMPLOS:
	2.3 Método de sustitución trigonométrica.
	2.4 Teorema del valor medio para integrales.
	2.5 Integrales impropias.
	2.6 Teorema de la comparación.
	3.2 SERIES.

	EJERCICIOS DEL TEMA II: CÁLCULO INTEGRAL
	u=cos x v= tan x
	+ 𝑐
	+ 𝑥
	log⁡(𝑠𝑒𝑛𝑥))+(                                        −16csc6𝑥+3csc4𝑥4−3csc2𝑥2−log𝑠𝑒𝑛𝑥)
	𝑡𝑎𝑛 𝑥 sec2 𝑥 +
	𝑥 −
	𝑠𝑒𝑛2𝑥 )
	→∫ sec6 𝑥 𝑑𝑥 = 1 𝑡𝑎𝑛 𝑥sec4 + 4
	37.- ∫ 𝑋 (𝑋 ² − 1)^99 𝑑𝑥
	= ∫ 𝑋 (2𝑋)^99  𝑑𝑥 = ∫  (2𝑋)^100  𝑑𝑥 =  2  ∫  (𝑋)^100 𝑑𝑥
	= ∫ =
	39.-   ∫  𝑠𝑒𝑛  4𝑥  𝑑𝑥 u= 4x du= 4dx
	= ∫ 𝑠𝑒𝑛 𝑢 𝑑𝑢        =
	[cos u] =
	cos 4x + c
	[ ] =
	+ C
	= [ ] =
	] + C
	[
	[ ]=
	+ c
	= 1 ∫ 𝑢5 𝑑𝑢        =
	[ ] =
	+ c
	45.- ∫ 𝑥 − 1 𝑑𝑥 = u= x -1 du= dx
	46.-∫ 3 1 − 𝑥 𝑑𝑥 = u= 1-x du= -dx
	+ c
	47.- ∫ 𝑥 (𝑥2 + 1)3 2 𝑑𝑥 u= x2 +1 du= 2xdx
	[ ] =
	+ c
	= ∫   𝑢 𝑑𝑢                              =
	]=
	] + C
	𝑑𝑥= u= t+1   du= du
	=  2∫ 𝑢
	50.-∫
	𝑑𝑥    = u= 1-3t du=-3dt
	∫ 𝑢−4 𝑑𝑢                              =
	[ ] =
	[
	]=
	= −
	+ c
	52.-  ∫ 𝑠𝑒𝑐2     3𝜃  𝑑𝜃= u=  3𝜃      du=  3d 𝜃
	[tan u ]+ c =
	+ 𝑐
	53.- ∫
	𝑑𝑥= ∫ 𝑥2 (1 − 𝑥) 2 𝑑𝑥= ∫(𝑥4 −   𝑥5 )
	54.-                                                                                                                                                                                                                                                       ...
	= ∫ cos 𝑢 𝑑𝑢                              =
	=
	+ c
	55.- ∫
	dx= u=  𝑥  du= 𝑑𝑥 =
	2∫ cos 𝑢 𝑑𝑢 = 2 sen u = 2 sen  𝑥 + 𝑐
	dx= u= 𝑎𝑥2  +  2𝑏𝑥 + 𝑐  du= 2ax+2b dx
	∫
	𝑑𝑢 = [ ∫ 𝑢
	𝑑𝑢]= 2 𝑢
	2 = 2   𝑎𝑥2  + 2𝑏𝑥 + 𝑐 +c
	58.- ∫ 𝑠𝑒𝑛 (2𝑥 + 3)dx = u= 2x+3 f(X)= sen u   g(x)= 2x +3  g’(x)= 2dx
	59.- ∫
	𝑑𝑥= u= 𝑥2 +1 du= 2xdx
	∫
	= ∫ 𝑢
	[2𝑢
	61.-   ∫ 𝑋
	dx = [
	63.- ∫ 6
	) = -6   1 − 𝑡2  |  3  a ½) = -6   1 − 3 + 6   1 − 1
	2
	+ 𝑙𝑛𝑢
	1 3
	68.-   ∫        (𝑡𝑎𝑛2 𝑥        +𝑐𝑜𝑡2 𝑥          +        4)        𝑑𝑥            =
	𝑑𝑦 = 𝑦
	(𝑦)   2
	5
	=  𝑥
	∫ 𝑢 𝑑𝑢 =
	72.- ∫
	𝑑𝑥 = u= 𝑥3  − 𝑥 du= 3𝑥2 -1 dx
	∫
	2)= (In 25 – In 5) = 𝐼𝑛
	73.


	30.
	= −
	𝑐𝑜𝑠3 𝑥𝑑𝑥
	cos 𝑥 𝑑𝑥
	2𝑠𝑒𝑛𝑥
	=  12     9𝑠𝑒𝑛    𝑥          +  𝑠𝑒𝑛(3𝑥)|0
	2𝜋
	𝑠𝑒𝑛𝑥𝜋𝑥
	𝑑𝑥 =
	1 1 3
	NUMEROS COMPLEJOS BLOQUE I
	1.1 DEFINICIÓN
	1.2 PROPIEDADES ALGEBRAICAS
	1.3 COORDENADAS CARTESIANAS
	1.4 DESIGUALDAD DEL TRIANGULO
	1.5 FORMA POLAR
	1.6 POTENCIAS Y RAICES
	EJERCICIOS DEL BLOQUE:
	2.0 FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA.
	BLOQUE II

	2.1 LIMITES.
	2.2 DERIVADAS.
	2.3 ECUACIONES DE COUCHI-RIEMMAN EN FORMA POLAR.
	*EJERCICIOS DEL BLOQUE

	3.1 INTEGRALES COMPLEJAS.
	3.2 TEOREMA DE CAUCHY.
	3.3 INTEGRACIÓN DEL TIPO CAUCHY.
	3.4 TEOREMA DE GREEN.
	3.5 DERIVADAS DE FUNCIONES ANALÍTICAS.
	3.6 TEOREMA DE MORERA
	3.7 MÓDULOS MÁXIMOS DE FUNCIONES
	3.8 TEOREMA DE LIOUVILLE
	3.9 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

	3.10 SERIES DE POTENCIA
	*EJERCICIOS DEL BLOQUE
	SERIES DE FOURIER BLOQUE IV

	4.2 SERIE DE FOURIER.
	4.3 NOTACION COMPLEJA PARA LAS SERIES DE FOURIER.
	4.4 CONDICIONES DIRICHLET.
	 (1) 3



	z
	e
	e

